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Anzeige des Buches 

(saa den Hitteilungen der Terlagsbüchhandlung B. G. Teubner in LeipzigV 

Das Werk verdankt seinen Ursprung einer während dea Winter- 
Semesters 1895/96 von Prof. Klein an der GÖttinger Universität ge- 
haltenen Vorlesung. Die Ausführung der hierbei vorgetragenen Ideen 
sowie die Abnmdung des Stoffes hat seitdem in der Hauptsache 
Dr. Sommerfeld obgelegen. 

Der erste Abschnitt, welcher im Juli dieses Jahres erscheint, 
bringt nach einem vorbereitenden Kapitel kinematischen Inhalts die 
grundlegenden Betrachtungen über die Prinzipien der Mechanik, 
soweit sie für den vorliegenden Fall^ Frage kommen. Einen eigen- 
artigen Charakter dürfte dieser Teil ißl:l*u:£h erhalten haben, dafs die 
Verf. im Sinne der älteren Autoren vielfach auf Stofakräfte zurück- 
gehen und überall den Beginff des „Impulses" (nach W. Thomsons 
Aus drucks weise, Poinaots couple d'impulsion). d. h. derjenigen stols- 
artigen Drehkraft in den Vordergrund rücken, welche imstande ißt, 
(he jeweilige Bewegung von der Ruhe aus momentan zu erzeugen. 
Hierdurch scheint die Theorie dos Kreisels sowie die Mechanik starrer 
Körper überhaupt einen höheren Grad von Anschaulichkeit und Ein- 
fachheit zu gewinnen wie bei ausschliefslicher Benutzung kontinuierlich 
wirkender Kiäfte. 

Der zweite Abschnitt behandelt eingehend die mathematische 
Seite der Theorie, die expUcite Darstellung der Bewegung des 
schweren symmetrischen Kreisels durch elliptische Funktionen. Es wird 
hier gezeigt, dais nicht die gewÖhnlicli benutzten sog. Eulerschen un- 
symmetrischen Winkel, bez, die Eulerschen symmetrischen Parameter 
(Qnatemionengr Olsen), sondern gewisse aus der Riemannschen Funk- 
tionentheorie hervorwachsende Parameter in analytischer Hinsicht die 
einfachsten Bausteine sind, aus denen sich die allgemeinen Formeln 
der Kreiselbewegung zusammensetzen. 

Der dritte Abschnitt bringt neben mancherlei Et^nzungen dea 
früheren (Berücksichtigung der Reibung im Unterstiitzungspunkte, 
Kritik der populären Kreisellitteratar etc.) die mannigfachen An- 
wendungen der Theorie auf astronomische und physikalische 
Fragen. Hier galt es vornehmlich, die in der englischen Litteratur 
insbesondere in der Natura! Phjlosophy von Thomson und Tait auf- 
gehäuften Schätze, die Untersuchungen über cyklische Systeme, über 



OyrostateD etc., dem deutschen Publiimm in bequem lesbarer Form 
vorzuführen. 

ÜrsprtlDglicb als eine Widmung für den Verein zur Förderung 
des mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterrichtes gedacht, 
sollte das Buch auch für die der Forschung ferner stehenden Mathe- 
matiker und Physiker ohne Schwierigkeit verstandlich sein. Spezifische 
Vorkenntnisse aus der analytischen Mechanik oder der Funktionen- 
theorie sind daher nicht vorausgesetzt worden. Es ist aber zu hoffen, 
dars auch die spezifisch mathematischen Kreise eine gewisse hieraus 
resultierende Breite und Behaglichkeit der Darstellung nicht unan- 
genehm empfinden werden. 

Die Tendenz des Buches möge achlieMicb durch einige der Ein- 
leitung entnommenen Sätze charakterisiert werden: 

„Die Entwickelung der theoretischen Mechanik bat, namentlich in 
Deutschland, eine 7.u ausschliorsliche Richtung auf das Abstrakte und 
Formale genommen, welche dem unmittelbaren Verständnis vielfach 
hinderlich entgegenwirkt. Der Studierende, welcher wohl die allge- 
meinen mechanischen Prinzipien analytisch herzuleiten lernt, fafst darum 
ihr eigentliche mechanische Bedeutung nicht immer lebendig genug auf 
und zeigt sich, vor ein spezielles Problem gestellt, zu dessen Lösung 
läufig ungeschickt." 

„Diesem neuerdings auch von anderer Seite hervorgehobenen Übel- 
stande wünschen wir durch die eingehende Behandlung unseres Fr ohlemes 
entgegenzutreten. Wir möchten nicht nur eine Kenntnis der Mechanik, 
sondern sozusagen ein Gefühl dafür begründen. Natürlich ist hierzu 
volle Klarheit ober die geometrischen Verhältnisse der Bewegung eine 
erste Vorbedingung. . . . Noch wichtiger aber ist fOr uns vollf Klar- 
heit über die mechanischen Ursachen der Bewegung, Über die ins Spiel 
kommenden Kräfte. Wir werden uns diese möglichst konkret im Räume 
durch Vektoren versinnlichen; besonderen Wert legen wir auf die Aus- 
bildung und konsequente Benutzung des Impulsbegriffes etc. . . . Dabei 
gedenken wir die analytische Seite unseres Problems keineswegs zu 
verkürzen. Die Formel liefert schliefalich doch die einfachste und 
prägnanteste Beschreibung des Bewegungs Vorganges; aul'serdem ist sie 
als örandlage der wirklichen numerischen Ausrechnung unentbehrlich. 
Wir werden nur verlangen, dafs unsere Kenntnis der Mechanik nicht 
auf die Formel basiert ist, sondern dals umgekehrt die analytische 
Formulierung als letzte Konsequenz aus einem gründlichen Verständnis 
der mechanischen Verhältnisse von selbst zum Vorschein kommt." 




Billiger Weise werden wir ims zu Beginn dieser Vorlesung darüber 
zu verständigen haben, waa wir unter dem Worte Kreisel verstehen, 
und wa3 wir niebt darunter begriffen wissen wollen. 

Unter einem Kreisel verstehen wir — vorbehaltlich einer apäteren 
Verallgemeinerung des Begriffes — einen der Schwere unterworfenen 
starren Körper, dessert Masse symmetrisch um eine Axe des Körpers ver- 
teilt ist. und bei dem mittelst einer geeigneten Vorrichtung ein auf der 
Symmetrieaxe gdegener Punkt im Saume festgehalten wird. 

Wir bezeichnen den festen Punkt des Körpers als Unterstütaitngs- 
putdd 0; derselbe zerlegt die Symmetrieaxe in zwei Halbstrahlen, von 
denen wir nach beliebiger Auswahl einen als Figurenaxe bezeichnen. 
Die zur Figurenaxe senkrechte Ebene durch heißst die ÄquaiorAene 
des Kreisels. 

Das nebenstehend abgebildete Modell, welches von dem um die 
experimentelle Seite der Kreisel theorie besonders verdienten französischen 
Ingenieur Roze ver- , 

fertigt ist und wel- -^ 

ches i ÜB in dieser / 




Demonstrati o ns- 
zwecken dienen wird, 
stellt einen Kreisel 
in dem angegebenen 
Sinne dar. 

Von dem glo- 
ckenförmig gestalte- 
ten Hauptteüe giebt 
unsere Figur nur ei- 
nen Meridianschnitt "^^ ' 

wieder; um das räumliche Bild desselben zu erhalten, müssen wir 
ans die Zeichnung um die Figurenaxe OF gedreht denken. Das 




2 Einleitung 

untere Ende der Figurenaxe ruht bei in einer an dem Gestell 
befestigten Pfanne auf, so dafa es sieb wäbrend dut Bewegung 
nicht ffesentlich verschieben kann. Durch die eigentUmlicbe Gestaltung 
des Hauptteiles ist erreicht worden, dals bei vertikaler Stellung der 
Figurenaie der Schwerpunkt des Kreisels senkrecht unter dem Unter- 
st ützungspunkto liegt, dds sich also in dieser Stellung der Körper im 
stabilen Gleichgewicht befindet. Wird das Umgekehrte gewünscht, so 
lälst sich dieses durch Hinzufügung von Übergewichten bewirken, die 
selbst Rotationskörper sind und axial auf die Figurenaxe des Kreisels 
aufgesetzt werden. Eine Besonderheit des Rozöschen Kreisels besteht 
in einer sinnreichen Vorrichtung, welche es ermöglicht, dem Kreisel 
eine lebhafte Rotation zu erteilen, ohne die Spitze, in der er im Unter- 
stütznngspunkt endigt, zu schädigen. Alle Teile des Modells sind solide 
aus Metall gearbeitet. Wir erkennen in unserem Beispiele die obigen 
Merkmale des Kreiselbegriffes wieder: die Eotatiünssymmetrie um die 
Figurcnaxe, die feste Lage eines ihrer Punkte und die Starrheit des 
Materials. 

Dagegen stellt das uns wohlbekannte und gemeinhin als Kreisel 
bezeichnete Kinderspielzeug strenge genommen in dem oben festgesetzten 
Sinne des Wortes keinen Kreisel 
vor, weil der TJn terato tzungspunkt 
desselben nicht im Räume festliegt, 
sondern sich in der horizontalen Ebene, 
d. h. auf dem Erdboden frei bewegen 
kann. Unser mechanisches Problem 
tritt uns hier in komplizierterer Form 
entgegen. Zur Orientierung möge 
gleich jetzt bemerkt werden, dafs die 
vollständige analytische Behandlung 
des Kreisels mit beweglichem ünter- 
stütuungspunkle fmthypereUiptische Funk^ 
Honen führt, während die allgemeine 
Bewegung des Kreisels mit festem 
Üntcrstütsitngspunkte durch elliptische 
FunlUimien dargestellt wird. Wir werden auf dieses kompliziertere 
Problem in unserer Vorlesung nur anhangsweise eingehen können. 

Ebensowenig fällt imter unsem Kreiselbegrifl' genau genommen die 
in der nebenstehenden Fignr dargestellte Vorrichtung, welche man als 
Bohnenbergersches MascJiinchen (oder auch als Foitcaultsckes Gyroskop) zu 
bezeichnen pflegt. Der Hauptteil des Apparates besteht aus einem Schwung- 
mde, dessen Äse in einem inneren Ringe leicht beweglich gelagert ist. 




Einleitung. 3 

Der innere Bing ist um eine Ase beweglich, welche zur Äse des Schwung- 
rades senkrecht steht und ihre Lager in einem äufseren Ringe hat. 
Letzterer ist seinerseits wieder um eine zur Ase des inneren Ringes 
eenkrechte Axe drehbar. Bei dieser Vorrichtung bleibt während der 
Bewegungen des Systems allerdings ein Punkt (der Mittelpunkt des 
Schwungrades) im Räume fest. Dafür stellt der Apparat aber keinen 
einheitlichen starren Körper dar, weil sich die Ringe relativ gegen das 
Schwungrad bewegen können; aufserdem ist auch die Rotationssym- 
metrie um die Ase des Schwungrades durch die Masse der Ringe 
gestört. Wollen wir den Apparat dennoch gelegentlich als Beispiel für 
unsere Kreiselbetrachtungen heranziehen, so müssen wir die ausdrück- 
liche Annahme hinzufllgen, dal's die Masse des Schwungrades gegenüber 
den Massen des äufseren und inneren Ringes sehr beträchtlich ist und 
müssen uns daraufhin gestatten, die letzteren gegen die erstere zu ver- 
nachläasigen. Alsdann haben wir ea bei der mechanischen Behandlung 
des Apparates nunnebr mit dem Schwuugrnde zu thun, welches einen 
einheitlichen starren Rotationskörper darstellt. Sehen wir aber von 
dieser vereinfachenden Annahme ab, so wird die Theorie des Apparates 
erheblich komplizierter wie die unseres Kreisels. 

Allerdings ist es selbstverständlich, daXs strenge genommen über- 
haupt kein realer Körper der eingangs aufgestellten Definition ent- 
spricht. Weder dürfte es möglich sein, einen materiellen Punkt durch 
mechanische Vorrichtungen im Räume vollkommen festzustellen, noch 
giebt es in der Natur irgendwo einen absolut starren Körper. Ebenso 
selbstverständlich aber ist es, dafs wir mit unserer Analyse den wirk- 
lichen Verhältnissen niemals vollständig gerecht werden können. In 
der Mathematik handelt es sich immer um idealisierte Probleme; wir 
müssen die wirklichen Verhältnisse durch Abstraktion von allerlei 
Neb enom standen stets erheblich vereinfachen, bevor wir an ihre mathe- 
matische Behandlung denken können. 

Dabei entsteht die Frage, wie weit sich die wirklichen Erscheinungen 
mit unserem idealen mathematischen Schema decken mögen. Um hier- 
über ein Urteil zu gewinnen, wird man den Einflufs der nicht in Rech- 
nung gesetzten Umstände einzeln testzustellen suchen und wird die so 
gefundenen Abweichungen der Lösung des idealisierten Problemes als 
Korrektionsglieder hinzufügen. In diesem Sinne werden wir später die 
Reibung des Kreisels in der unterstützenden Pfanne untersuchen; auch 
werden wir, wenigstens qualitativ, die Elastizität der Unterlage berück- 
sichtigen, welche den Kreisel trägt. Eine ganze Reihe anderer 
Umstände — die Elastizität des Kreiselmateriales selbst, die Mit- 
führung der umgebenden Luft etc. etc. — werden als weniger ins Gewicht 
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fallend und gar zu kompliziert: von der Betrachtung ausgeschlossen 
bleiben. 

Wanim wir aus der Fülle der mechanischen Probleme einen so 
speziellen Gegenstand wie die Kreiaelbewegung herausgreifen, bedarf 
vielleicht der Erklärung. 

Zunikiist bietet der Kreisel an sich ein besonderes Interesse dar. 
Seine Bewegungen sind uns von der einen Seite sehr bekannt und haben 
doch etwas Paradoxes und den allgemeinen mechanischen Prinzipien 
scheinbar Widersprechendes an sich. Diesen Widerspruch aufzulösen, 
wird vom Standpunkte der Mechanik eine anziehende Aufgabe sein. 
Von dem Interesse, welches unser Gegenstand beanspruchen darf, zeugen 
auch die zahlreichen diesbez. älteren und neueren Monographieen. (Vgl. 
die beigefügte Litteraturübersicht,) Sodann spielt der Kreisel in den 
Nachbargebieten der Mechanik, in der Astronomie und in der theore- 
tischen Physik, eine wichtige Rolle. Ein Spezialstudium unseres Problems 
scheint daher auch aus diesem Grunde angezeigt. Endlich besitzt die 
Ereiseltheorie auch vom Standpunkte der reinen Mathematik ein eigen 
artiges, zum Mindesten historisches Interesse. War es doch unser 
Problem, bez. das in ihm enthaltene Problem der Pendelschwingungen, 
welches von altersher fördernd a^uf die Theorie der elliptischen Funk- 
tionen eingewirkt hat. 

Weiterhin aber belra^^tten wir den Kreisd ah ein Beitel ssur all- 
gemeinen Mechanik und hoflFen gerade durch das Voranstellen des 
Speziellen die Auffassung de.ti Allgemeineu zu beleben. Die Entwickelung 
der Mechanik hat, namentlich in Deutschland, eine zu ausschli eisliche 
Richtung auf das Abstrakte und Formale genommen, welche dem un- 
mittelbaren Verständnis vielfach hinderlich entgegenwirkt. Der Stu- 
dierende, welcher wohl die allgemeinen mechanischen Prinzipien ana- 
lytisch herzuleiten lernt, fal'st darum ihre eigentliche mechanische 
Bedeutung nicht immer lebendig genug auf und zeigt sich, vor ein 
spezielles Problem gestellt, zu dessen Lösung ungeschickt. 

Diesem Übelstande wünschen wir durch die eingehende Behand- 
lung unseres Problems en^jegenzu treten. Wir möchten nicht nur eine 
Kenntnis der Mechanik, sondern sozusagen ein GefUM dafür begründen. 
KatUrlicb ist hierzu volle Klarheit über die geometrischen Verhältnisse 
der Bewegung eine erste Vorbedingung. Wir gedenken daher durch 
zahlreiche Figuren die geometrische Anschauung zu beleben — im 
Gegensätze zu Lagrange, dem gröfsten Vertreter der abstrakten 
Richtung in der Mechanik, welcher mit besonderer Vorliebe betonte, 
dafs in seiner analytischen Mechanik nicht eine Figur zu finden sei. 
Noch wichtiger aber ist für uns volle Klarheit über die mechanischen 
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Ursachen der Bewegung, über die ins Spiel kommenden Kräfte. Wir 
werden uns diese möglichst konkret im Kaiime durch Vektoren ver- 
sinnlichen; besonderen Wert legen wir auf die Ausbildung und kons&< 
qneote Benutzung des Impulsbegriffea , worunter wir diejenige Stofskraft, 
bez. dasjenige Sjstem von Storskräften verstehen, welches im stände 
ist, die jeweilige Bewegung momentan von der Kulie aus zu erzeugen. 
Dabei gedenken wir die analytisclie Seite unseres Problems keineswegs 
zu verkürzen. Die Formel liefert schlieMicL doch die einfachste und 
prägnanteste Beschreibung des Bewegungsvorganges; aufeerdem ist sie 
als Grundlage der wirklichen numerischen Ausrechnung unentbehrlich. 
Wir werden nur verlangen, dafa unsere Kenntnis der Mechanik nicht 
auf die Formel basiert ist, sondern dafs umgekehrt die analytische 
Formulierung als letzte Konsequenz aus einem gründlichen Verständnis 
der mechanischen Verhältnisse von selbst zum Vorschein kommt. 

Die hier au^esprochene Tendenz nach einer ober den Formeln 
stehenden mechanischen Auffassung kommt namentlich in den englischen 
Lehrbüchern zur Geltung. Wir nennen natürlich in erster Linie das 
geniale Werk von Thomson und Tait, den treatise on natural philo- 
Bophy*), femer das in Deutschland meist nicht genügend bekannte 
Werk von Routh**), welches als Lehrbuch noch geeigneter sein dürfte, 
weil es systematischer durchgearbeitet und nicht so schwer verständlich 
ist wie jenes. Neben den verbreiteten französischen Lehrbüchern***) 
kommen für uns namentlich in Betracht die Darstellungen von Voigt-j-) 
und Buddeff), während uns die berühmte Kircbhoffacbe Mechanik 
einseitig systematisch und zu abstrakt erscheint. Am frühesten und 
nachdrücklichsten hat Poinsot die hier vertretene Forderung und zwar 
speziell bei unseren Rotationsproblemen erhoben. Die schönen Methoden 
von Poinsot werden wir in dieser Vorlesung besonders gerne kultivieren. 
Im übrigen möchten wir nicht so weit gehen, wie Poinsot, der aus 
seinen Betrachtungen die Koordinatenrechnuug nach Möglichkeit ver- 
bannt und sich so den Zugang zu den schwierigeren Problemen selbst 
verschliefat. Wir möchten die Poinsotschen Betrachtungen nur als eine 

*) Nur die erste Auflage dieaes Weriea (erschienen Cambridge 1867) Ist bis 
jetzt Ins Deutecbo übertragen (Braunitchweig 1871); die zweite Auflage, welche 
1SS3 — 86 in zwei Teilen ereebien, ist sehr viel reichhaltiger; Zitate im Folgen- 
den beziehen Kich immer auf diese zweite Auflage. 

**) Dynamics of a system of rigid bodiea , 3 Bio. , G. Aufl. London 1891 ; eine 
denteeho Übersetzung erscheint dcmnächat bei B. 0. Teiibner. 
•") Von Duhamel, ÜeBpejrous-Darboui, Appell etc. 

i) Voigt, Elementare Mechanik, Leipzig 1S91. 
ft) Budde, Allgemeine Mechanik der Punkte und starren Systeme, 2 Bde., 
Berlin 1890, 
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erste und zwar st>lir wortvoUo EinflUirung in die Theorie der Rotatiou»- 
probleme ansehen, wollen sie aber überall da, wo sie allein nicht mehr 
zum Ziele fuhren oder doch zu kompliziert werden, durch dio Aiialysis 
yervoIlBtändigen. So werden wir z. B. gleich das erste Kapitel mit 
geometrisühen Untersuchungen nach dem Vorbüdo Poinaots beginnen, 
dann aber bald zu analytischen Betrachtungen Übergehen. 

Natflrlich können wir in dieser Vorlesung keine systematische 
Entwickelung der Mechanik geben; wir werden eine allgemeine Kennt- 
nis des weiten Gebietes voraussetzen müssen. Ebenso werden wir eine 
gewisse Vertrautheit mit den Methoden der Funktionentheorie nicht 
entbehren können. Indessen sollen sowohl die mechanischen wie die 
funktionentheoretischen Begriffe bei ihrem Auftreten an dem Beispiel 
unseres Kreisels kurz erläutert werden, so dofa die Vorlesung auch zu 
einer ersten orientierenden Einführung in das Gebiet der elliptischen 
Funktionen und in die höheren Partieen der Mechanik allgemeiner 
Systeme dienen kann. 

Schliefslich noch ein Wort über die Handhabung der Infinitesimal- 
rechnung. Wir gedenken in dieser Darstellung keineswegs mit der- 
jenigen Strenge vorzugehen, welche heutzutage in der Infinitesimal- 
rechnung möglich und vielfach üblich ist. Vielmehr werden wir uns 
alle diejenigen Erleichterungen zu nutze machen, welche die Äas- 
druckaweiee der unendlich kleinen Gröteen und die Vertauschung der 
Grenzüber^nge mit sich bringt. Offenbar hat die moderne VerachUrfung 
der Infinitesimalrechnung nicht den Sinn, daTs man auf Schritt und 
Tritt durch diesbezügliche Bedenkon behindert werden soll, sondern 
dafs man diese ein für allemal in den Gnindlagen der Infinitesimal- 
rechnung erledigt, um hernach um ao unbedenklicher verfahren zu 
können. Wer die genaueren Methoden der Differentialrechnung kennt, 
wird im folgenden etwa wünschenswerte Präzisierungen der Auadrucks- 
weise stets leicht hinzufügen können. Wir unterlassen dieses nicht 
deshalb, weil darin irgend eine Schwierigkeit liegt, sondern weil wir 
hierdurch die Darstellung unnötig schleppend machen und die Auf- 
merksamkeit von den eigentlichen Schwierigkeiten des Problems ab- 
lenken würden. 



Kapitel I. 

Die Kinematik des Kreisels. 

§ 1. GeometriBche Behandlung der Kinematik. 

Wir beginneu mit einem Kapitel geometrischen Inhalts, welches 
von der Kinematik des Kreisels handeln soll. Als Gegensatz zu Kine- 
matik gebrauchen wir nach dem Vorschlage von Thomson und Tait 
das Wort Kinetik. Während die Kinematik lediglich mit den Be- 
griffen lUum und Zeit operiert und die Bewegungen nur naeh ihrer 
geometrischen Möglichkeit untiirsucht, nimmt die Kinetik die Begrifie 
Ton Masse und Kraft hiuzu und behandelt die Bewegungen mit Rück- 
sicht auf ihre mechanische Möglichkeit. 

Da in der Kinematik die Massen Verteilung des Körpers gänzlich 
irrelevant ist, so kommen von den in der Einleitung postulierten 
Eigenschaften des Kreisels hier nur die Starrheit des Materials und 
die feste Lage des Unterstützungspunktes in Betiacht. Die folgenden 
Untersuchungen gelten also für einen beliebigen starren Korp&- mit 
festem Unterstätsmngspunkte. Wir wollen einen solcJien Körper einen 
,fiUgem^nen Kreist' nennen, im Gegensatg eu dem in der Eitileihmg 
definierten ,^mmetrischen Kreisel'^ Auch in den nächstfolgenden Kapiteln 
beziehen wir uns teilweise auf diesen „allgemeinen Kreisel", während wir 
uns in den letzten Kapiteln durchaus auf den „symmetrischen Kreisel" 
beschränken müssen. 

Die Probleme der Kinematik werden unter allgemeinstem Gesichts- 
punkte nach der Anmhl der FreUieitsgrade eingeteilt. Die Bedeutung 
dieses gleichfalls von Thomson und Tait eingeführten Ausdruckes 
wird durch die folgende kleine Tabelle erläutert: 

Ein im Räume frei beweglicher Punkt besitzt drei Grade der J'Vef- 
heit, {seine Lage wird durch drei unabhängige Coordinaten bestimmt). 

Ein starrer frei bewegliclier Korper hat secJis Freiheitsgrade, (die 
Lage und Orientierung des Körpers wird durch Angabe von sechs 
geeigneten, anabhängigen Parametern festgelegt). 

Ein starre Körper, von welchem ein Punkt festgehalten wird, be- 
sitzt wieder drei Grade der Freiheit 
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De mentsp rechend kommen unserem Eräsel mit festem Punklp, so- 
fern wir ihn als starren Korper behandeln dürfen, lirei Grade der 
Freiheit zu. Der betvrgliche Kreisel, dessen Unteratützungspunkt in 
einer horizontalen Ebene spielt, hat fünf Frciheitsgraäe. Wir können 
auch Kreisel mit einem oder zwei Freiheitsgraden herstellen, indem wir 
die Figurenaxe in einem festen Gestelle oder in einem Ringe lagern, 
welcher seinerseits um eine feste Axe drehbar ist. Dagegen würde 
tmser Kreisel unenMkh viele Grade der Freiheit besitzen, sobald wir 
die dastisclien Deformationen des Materials berücksichtigen wollten. 

Bei den folgenden Betrachtungen werden wir fürs erste die Vor- 
stellung eines im Räume frei beweglichen starren Körpers zu Grunde legen, 
von welchem der Kreisel mit festem Unterstützungspunkte ein Spezial- 
fall ist. Da es sieh um sehr einfache und bekannte Dinge handelt, 
wird es genügen, an die fraglichen Sätze kurz zu erinnern, ohne sie 
ausführlich abzxdeiten. Die Beweise möge man nötigenfalls in den 
vorgenannten Lehrbüchern niichlesen. 

Wir betrachten einen in Bewegung begriffenen starren Korper in 
zwei verschiedenen Lagen und stellen uns die Aufgabe, diejenige Bo- 
> wegung anzugeben, welche in einfachster Weise von der Anfangslage 
I m der Endlage überführt. Die Lage des Körpers ist vollkommen be- 
Btimmt, wenn die Lage von ii^end dreien seiner Punkte, sagen wir 
0, P, Q, bekannt ist. Die Anfangslage der Punkte möge mit OjP,pj, 
die Endlage mit O^P^Q^ bezeichnet werden. Zunächst können wir 
durch eine Parallelverschiebung des Körpers den Punkt 0, nach 0, 
transportieren; dabei mögen die Punkte P,, Q^ bez. übergehen in F^, Q^. 
Sodann verbinden wir Pj' mit P,, Q^ mit (?, und konstruieren in der 
Mitte der Verbindungslinien die Normalebenen zu letzteren. Diese 
schneiden sich in einer durch 0^ hindurchgehenden Axe. Drehen wir 
nun den "Körper um diese Ase durch einen geeigneten Winkel, so wird 
F^ nach P, und Q^ nach Q^ geschalft. Wir können also durch 
Kombination einer Parallelverschiebung und einer Drehung das Dreieck 
OPQ und also auch den starren Körper aus seiner Anfangslage in 
seine Endlage überführen. Daher der Satz: 

Die allgemeinste Ortsveränderung eines frei heweglichen starren Körfiers 
hann immer durch die Kombination einer Botalion und einer Translation 
ersetet werden. 

Berücksichtigen wir ferner, dais eine Parallelverschiebung gleich- 
bedeutend ist mit einer Drehung um eine unendlich ferne Axe oder 
mit einem sogenannten Drehungspaar, d. h. mit zwei Drehungen um 
parallele Axen von gleichem Drehungawinkel aber entgegengesetztem 
Sinne, so können wir dem vorhergehenden Satze auch die folgende 
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Fassung geben, welche im Hinblick auf den entsprechenden Satz der 
Statik starrer Systeme von Interesse ist: 

Die ailfjemeinste Ortsveränderung eit^s starren Körpers hann ersetzt 
werden durch eine Eirnddrchinif und ein Drehumjspaar, 

Offenbar läfst sich unsere Konstruktion noch in sehr mannigfacher 
Weise dadurch abändern, dafs der gerade herausgegriffene Punkt 
durch irgend einen anderen Punkt ersetzt wird. Wir mögen den jedes- 
mal benutzten Punkt etwa den „Bezugspunkt" nennen und können 
uns fragen, ob wir durch geeignete Wahl des Bezugspunktes das Re- 
sultat unserer Konstruktion vereinfachen können. In dieser Hinsicht 
ergiebt sich, dafs man immer den Bezugspunkt so wählen kann, dafs 
die Richtung der Translation zu der Axe der Rotation parallel wird. 
Bekanntlieh nennt man die Kombination einer Drehung mit einer nach 
der Ase der Drehimg erfolgenden Parallelverschiebnng eine Schraube 
(genauer eine „Bewegimgssch raube")*). Die Gröfse der Parallelver- 
schiebung zusammen mit der Gröfse der Drehung bestimmt die Gang- 
höhe; Grölse, Äse und Sinn der Drehung geben den Drehungswinkel, 
die Drehungsaxe und den Drehungssinn der Schraube. Wir können 
daraufhin sagen: 

Die allgemeinste Ortsverätiderang eines starren Körpers hrnn bei 
geeignettir Wahl des Bezugspunktes ersetzt «werden durch eine Schrauhung 
von iesÜmmter Are, bestimmtem DrchungstcinJcel und Drehungssinn und 
bestimmter Ganghöhe. 

Unsere Schraubenbewegung stimmt mit der wirklich stattfindenden 
Bewegung des Körpers natürlich nur in der Anfangs- und Endlage 
üherein; die bei der wirklichen Bewegung eingenommenen Zwischenlagen 
können dabei von den während der hinzugedachten Seh rauben bewegung 
stattfindenden Zwischenlagen durchaus verschieden sein. Betrachten 
wir aber eine unendlich kleine Bewegung des starren Körpers d. b. den 
Greuzfall einer endlichen Bewegung während eines unendlich abnehmen- 
den Zeitintervalles und die zugehörige unendlich kleine Schraube, d. h. 
des Greuzfall der zugehörigen endlichen Schrauben bewegung. Hier 
können wir von Zwischenlagen nicLt mehr sprechen; infolgedessen 
werden wir eine unendlich kleine Bewegung mit der hinzukonstruierten 
Schraubenbewegung direkt als identisch ansehen und können kurz sagen: 

Jede unendlich Heine Bewegung eines starren Körpers ist eine 
Schraubenbewegung. 

•) Vergl. Sir Kobert Ball. The theory of acrews. Dublin 1876. (Deutsch 
bearbeitet von Gravelius, Berlia 1869). 
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Übrigena werden wir eine unendlich kleine Schraube nicht durch 
ihren (unendlich kleinen) Drehungswiukel, sondern lieber durch ihre 
(als endlich vorauszusetzende) Dreh ungagesch windigkeit charakterisieren. 

Wir gehen nnn auf die speziellen Verhältnisse bei unserem Kreisel 
d. h. natürlich bei dem allgemeinen Kreisel ein. Hier werden wir 
den Bezugspunkt in den festen ünteratützungspunkt legen. Alsdann 
wird die Ganghöhe der Schraube gleich Null; die Schraubenbew^ung 
artet in eine einfache Drehung um eine durch gehende Aie ans. 
Wir haben daher die Sätze: 

Eine idiebige Bewegung unseres Kreisels kann in ihrem üesultate 
ersetet werden durch eine Drehung von bestimmter Axe. hestimmtem 
Drehungswinkd und Drehungssinn; 
und 

Jede momentane (unendlicli Meine) Belegung des Kreisels ist eine 
Drehung von hestimmter Axe und Drehungsgeschwindigkdt und bestimmtem 
Drehungssinn. 

Zunächst mögen einige Bemerkungen Über die Zusammensetzung 
von Drehungen folgen, wobei wir mit Rücksicht auf den Kreisel nur 
solche Drehungen zu betrachten brauchen, deren Axen durch hin- 
durchgehen. Wir wollen uns vorstellen, dals dem Kreisel nach einander 
zwei verschiedene endliche Drehungen erteilt werden. Das Resultat 
derselben können wir nach dem vorhergehenden Satz auch durch eine 
Einzeldrehung bewirken. Näheres erfahren wir über letztere aus dem 
Satze*): Drehen wir den llaum successive um die drei Kanten einer 
dreiseitigen Ecke je durch die doppelten Kantenwinkel, so kommen 
wir zur Anfangslage zurück. Hieraus ergiebt sich folgende Konstruktion 
der resultierenden Drehung: Wir schlagen um die Einheitskugel, 
verbinden ihre Schnittpunkte mit den Axen der Teildrehungen durch 
einen grÖfsten Kreis und tragen an diesen die halben Winkel der bez. 
Teildrehungen an. Dann giehl die dritte Ecke des so entstehenden sphä- 
rischen Dreiecks die Axe, der anliegende Aufsentßinkd den htMen Winkel 
der resultierenden Drehung. Merkwürdiger Weise operiert diese Kon- 
struktion mit den halben Drehnngswinkeln, so dals aus ihr ein bis 
auf Multipla von 23r bestimmter Wert des halben, d. h. ein modulo 4« 
bestimmter Wert des ganzen Dr eh ungs winkeis folgt. 

Wir sprechen sodann von unendlich kleinen Drehungen oder 
Drebgescbwindigkeiten. Wie üblich ordnen wir der unendlich kleinen 



•) Vgl. Schell: 
% 9. Der SatE spielt 
{art B17 u. -ff.). 



Theorie der Bewegwig, Leipzig 1879 11. Teil. Kap. 
ii Hamiltoni Leetvrea on quatemiont eine grofse B 
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Drehiing ein geometrisehea Bild durch folgende Malanahme zu: Wir 
tragen von aus auf der Axe der Drehung eine Strecke ab, welche 
ans die Gröfse der Dreh gesch windigkeit repriisentiert und zwar durch- 
gehends nach derjenigen Seite hin, von der aus die Drehung im Sinne 
dea Uhrzeigers zu erfolgen scheint. Das so entstehende geometrische 
Gegenbild der unendlich kleinen Drehung nennen wir einen Drehungs- 
reldor. Ist der letztere bekannt, so folgt daraus Äxo, Geschwindigkeit 
und Sinn der unendlich kleinen Drehung in unzweideutiger Weise. 

Wir haben dabei nur noch eine Festsetzung über den Mafsstab 
hinzuznfiigen , in dem wir die repräsentierende Strecke abtragen und 
Ober das Mafssystem, in dem wir die Winkelgeschwindigkeit messen 
wollen. Am einfachsten ist es, hier und im folgenden durchgehends 
das sog. „absolute Maßsyslatn" zu Grunde zu legen, also eine Länge 
in Centimetem, eine Zeit in Sekunden zu messen. Eine Winkelge- 
schwindigkeit werde immer in Bogenmaiä ausgedrückt, also etwa durch 
den in cm gemessenen Bogen eines Kreises, welchen ein um 1 cm von 
der Drehungsaxe entfernter Punkt während einer sec bei gleichförmiger 
Drehung beschreiben würde. Im absoluten Mafssystem kommt in diesem 
Sinne jeder Drehungegeschwindigkeit ein bestimmter numerischer Wort, 
sagen wir n, zu. Unsere repräsentierende Strecke bestimmen wir darauf- 
hin so, daXs wir gerade « cm auf der Drehungaaie in der oben ange- 
gebenen Weise abtragen. 

Der fragliche Satz über die Zusammensetzung zweier unendlich 
kleiner Drehungen lautet nun einfach so: 

Zwei unendlich kleine Drehungen setzen sich nach dem ParaUdo- 
gramm der Kräfte zusammen, d. h. so, dafs sich die euf/ehdrigen Drehungs- 
vektoren geometrisch (mie Strecken oder Vektoren) addieren. 

Dieser fundamentale und sehr bekannte Satz rechtfertigt nach- 
träglich die Einführung des Wortes Drehungsfie/i-for und zeigt überdies, 
dala das Resultat zweier unendlich kleiner Drehungen von ihrer Reihen- 
folge unabhängig ist, dals also unendlich kleine Drehungen vertauschbare 
Operatimien bedsufen. Zum Beweise dessen genügt es, die Figur des 
Parallelogrammes zu betrachten. Bemerken wir dagegen, dafs das 
Resultat zweier endlicher Drehungen sich ändert, wenn wir die Reihen- 
folge der Teildrehungen umkehren, äak also endliche Drehungen nicht 
vertauschbar sind. Der Beweis folgt daraus, dafs bei der auf pag. 10 
angedeuteten Konstruktion die Bestimmungsstücke der Teildrehungen 
in unsymmetrischer Weise benutzt werden. 

Hierauf betrachten wir den in Bewegung begriffenen Kreisel in 
einer ganzen Reihe verschiedener Lagen, fassen also eine erste, zweite, 
dritte, . . . Lage desselben ins Äuge. Die Bewegung, welche von der 
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eraten zur zweiten, von der zweiten zur dritten Lage etc. überfülirt, 
ersetzen wir je durch eine einzelne Drehung und erhalten so eine 
Reihe verschiedener durch gehender Drehungsaxen. Dabei unter- 
scheiden wir, wie überhaupt in der Kinematik, zwiBchen einem heweg- 
Udwn und einem festen Systeme. Das bewegliche System ist unser 
Kreisel, das feste der ideale Kaum. 

Wir bemerken noch, dafs die Auszeichnung des einen Systems vor 
dem anderen, welche in den Worten „beweglich" und „fest" liegt, vom 
Standpunkte der reinen Kinematik eigentlich ungerechtfertigt ist und 
dafs es richtiger wäre, etwa von einem ersten und zweiten System zu 
sprechen. Geometrisch ist nämlich jede Bewegung mit ihrer umge- 
kehrten, bei welcher die Rolle des beweglichen und des festen Systemea 
vertauscht ist, gleichberechtigt. In der Kinematik handelt es sich also 
immer nur um Belativhetcegun^en. Anders in der Kinetik. Die zur 
Erzeugung einer Bewegung erforderlichen Kräfte ändern sich durchaus, 
wenn wir das bewegliche System mit dem festen vertauschen. In der 
Kinetik haben also die direkte und die umgekehrte Seweffung einen 
im allgemeinen durchaus verschiedenen Charakter. Eine Ausnahme von 
dieser Regel werden wir später besonders betonen, wo wir den Satz 
kennen lernen werden, dais die Umkehr der Kreiaelbewegung unter 
speziellen Umständen wieder eine Kreiselbewegung wird von demselben 
kinetischen Charakter, wie die direkte Bewegung. 

Die Axen der oben genannten Drehimgen, welche den Kreisel aus 
der ersten in die zweite, aus der zweiten in die dritte Lage etc. bringen, 
wollen wir uns sowohl im festen wie im beweglichen System markieren. 
Wir bekommen so, wenn wir die successiven Kanten noch durch Ebenen 
verbinden, ein im Kreisel und ein im Räume festes Vielkant mit reap. 
gleichen Seitenwinkeln. Bei der ersten Drehung fallen die bez. ersten 
Kanten der beiden Vielkante zusammen. Um dia^e dreht sich das be- 
wegliche System und zwar soweit, bis die zweiten Kanten zur Deckung 
gekommen sind. Bei der zweiten Drehung dreht sich das bewegliche 
System um die zweite Kante. Die Gröfce der Drehung bestimmt sich 
dadurch, dalls am Ende derselben die bez. dritten Kanten zusammen- 
fallen müssen. So geht es fort. Den ganzen Drehungsvorgang können 
wir kurz folgendermalsen schildern: 

Es rollt das heieeglicke Vielhatü auf deni festen ab. 

Natürlich braucht diese Bevcegimg mit der von dem Kreisel wirk- 
lich ausgeführten nur in den jedesmaligen Endlagen der Teüdrehungen 
übereinzustimmen. Die Zwiachenlagen können in beiden Fällen noch 
sehr verschieden sein. Um nun aber auf diesem Wege eine vollständige 
Wiedergabe der wirklicJien Bewegung zu erreichen, werden wir den 
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Grenzübergang von den endlichen zu unendlich kleinen Drehungen 
machen. Wir fassen die Bewegung des Kreisels in jedem Momente 
bIh eine unendlich kleine Drehung auf und denken uns die zugehörige 
„instantane Drehaxe" sowohl im festen wie im beweglichen System 
konstruiert. Unsere Vielkante verwandeln sich bei dem Grenzflbei^ange 
in Kegel. Wir erhalten eitien im Baume festen und einen im Kreisel 
festen Kegel, welche ihre gemeinsame Spitze in dem TJnteratützunga- 
pnnkte hahen. Den im Kreisel festen Kegel bezeichnen wir als den 
^gd der PoUiodie (zu deutsch: Weg der Drehpole bez. der Drehasen), 
den im Räume festen Kegel nennen wir den K&jel der HerpoHwdie (zu 
deatsch: Weg, auf welchem der Drehpol entlaug kriecht; da das Wort 
von dem griechischen tpxHv, kriechen, abgeleitet ist, sollte man eigent- 
lich sagen: Berpopolhodie), Während der Bewegung rollen nun diese 
beiden Kegel ohne zu gleiten auf einander ab, und wir haben den Satz: 

Eine beliebige ktmUjmierliehe Bctcf^ng des Kreisels hmn in ailen 
ihren Lagen dadurdt tciedergegeben werden, dafs wir einen heweglidien 
auf einem festen Kegel abrdüen lassen. Der beuegliche Kegel ist der Ort 
der instantanen Drehaxen im Kreisel; der feste Kegd ist dar Ort der 
Drehaxcn im Eattm. 

Wir haben damit das schöne und anschauliche Bild reproduziert, 
unter welchem man sich nach Poinsot*) die Bewegung des Kreisels 
kinematisch vorzustellen hat. Dieses Bild wird allemal dann sehr 
nützlich sein, wenn die abrollenden Kegel eine überaiclitliche Gestalt 
haben, so namentlich im Falle der reguUren Präzession (vgl. den 
letzten Paragraphen dieses Kapitels). In komplizderteren Fällen da- 
gegen, wo die Gestalt der Kegel nicht direkt bekannt und, wenn sie 
es wäre, der An.schaiiung schwer zugänglich ist, scheint die Nützlich- 
keit der Poinsotschen Vorstellung einigermalsen problematisch. 

Entsprechende Überlegungen lassen sich auch filr den irei beweg- 
lichen starreu Körper durchführen. Der Unterschied ist nur der, dafs 
die succesHiven instantanen Drehaxen nicht durch einen festen Punkt 
hindurchgehen, sondern im allgemeinen windschief im Räume verteilt 
sind. Infolge dessen treten hier statt der K^el Buei al^eiminere gerad- 
linige FlMien (Regdfiächen) atif. Auch besteht die instantane Bewegung 
nicht in einer reinen Drehung sondern in einer unendlich kleinen 
Schraubnng. Die beiden Segelflächen rollen also nicftt nur auf einander 
ab, sondern gleiten gleidtzeiiig in gewisser Weise längs ihrer Ereeugende» 
an einander hin, sie schroten auf einander, wie die Ingenieure sagen. 

') Vgl. PoiiiBot: Th&irie nouvelle de U rotatiou des corps, Fori» 1884, 
auch Liouv. Joum. s^r. I. i IS, deutsche ütierB.etzung vouScbellbach, Berlin 18G1. 
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Wir mögen noch von den Kegeln der Polhodie und Herpolhodia 
zu gewissen auf ihnen verlaufenden Kurven Übergehen. Wir denken 
uns zu dem Zweck auf der inatantimen Drehase den „instun tauen 
Drehung» vektor" nach der oben angegebenen Kegel abgetragen. Der 
Endpunkt des letzteren beschreibt danu im festen wie im beweglichen 
System je eine Kurve, welche wir bez. Herpollwdie- und PuHmliehurve 
nennen, (xle'tclucitiy mit eleu Keydn roüm bei der Bewegung des Kreisels 
audt diese Kurve» auf einand&- ab. Da sie mehr Über die jeweilige 
Drehung aussäen als die entsprechenden Kegel, nämlich auTser der 
Aze auch Grobe und äinu der Drehung zur Erscbeiuung bringen, so 
-wird es häufig vorteilhaft sein, diese Kurven an Stelle jener Kegel zu 
verwenden. 

Bei der Konstruktion des Drehungsvektors haben wir stillschweigend 
vorausgesetzt, dals der Beobachter, welcher über den Sinn der Drehung 
und über die Richtung, in welcher der Drehungsvektor abgetragen wird, 
zu entächeiden hat, eine im liaume feste Stellung einnimmt und die 
Bewegung des Kreisels relativ gegen den festen Raum beobachtet. Wir 
können den Drehungsvektor aber auch für die umgekehrte Bewegung 
konstruieren. Dann werden wir einen Beobachter voraussetzen müssen, 
welcher eine im Kreisel feste Stellung hat und die Drehung des Raumes 
relativ gegen den für ihn ruhenden Kreisel beobachtet. Diese Drehung 
findet in jedem Augenblicke im umgekehrten Sinue statt wie die vor- 
herige. Der Drehungsvektor der umgekehrten Bewegung ist daher 
nach der entgegengesetzten Seite abzutragen, wie der der direkten. 
Der Endpunkt dieses Vektors beschreibt im festen und beweglichen 
System je eine Kurve, welche wir Polhodie- urid MerpoUiodiekurve der 
un^ekehrten Jieweyung nennen können, XUese liegen mi der Herpolkodie- 
Mnrf PolluMÜekurve der direJiiot Bewegung bez. diametral in Bezug auf 
den Untersüiteungspunkt. 

Zum Schlula möge eine Bemerkung Platz linden, welche sich auf 
die experimentelle Verifikation der vorgetragenen Theorie bezieht. Man 
wird den Wunsch haben, die Existenz und Lage der instantanen 
Drehungsase an dem in Bewegung begriöeneo Kreisel direkt mit dem 
Auge wahrzunehmen. Dies hat, zumal bei schneller Rotation, seine 
Schwierigkeit. Es gelingt aber mit Hülfe einer sinnreichen, von 
Maxwell angegebenen Methode*). Maxwell befestigt zu dem Zwecke 
an der Figurenaxe des Kreisels eine Pappscheibe, welche in vier ver- 
schieden gefärbte Sektoren geteilt ist. Bei der Bewegung sieht man 



*) M&jtwßll, Tiaiuact. 

pog. ^16. 



, Scott, Soc of Ali» 1SC& oder Scientific papera I, 
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in der Nähe der Drehaze die daselbst aufgetragene Farbe; in einiger 
Entfernung aber laufen die Farben durcb einander. Daher erscheint 
die instantatie Drehaxe als MiUdpui^t eines farbigen Flecks, welcher 
von einem wibestimmien Grau umgd)en ist. Die successirett Örter des 
farbigen Flecks veranschaulichen für einen aufserhalb des Kreisels stehen- 
den Beobachter direkt die Gestali des Herpolhodiekegds. Der Wechsel 
der Farbeti aber gicbt einen ungefäitren Aniialt dafür, wie sich die in- 
statUane Drehaxe im Kreisel bewegt. 



§ 2. AnalytJBOhe Darstellung der Drebungea um einen festen Punkt. 

Wir haben nun die geometrischen Betrachtungen des vorigen Para- 
graphen durch analytische Entwickelungen zu ergänzen. Wir benutzen 
dabei rechtwinklige Koordinaten und zwar gleichzeitig ein im Baume 
festes System xyä und ein im Bemme bewegliches aber im Kreisd festes 
System XYZ. 

Beide Koordinatensysteme sollen ihren Anfangspunkt in dem bei 
der Kreisel bewegung festbleibenden Punkte haben. Die Mafaeinheit 
soll fär beide Systeme und für alle Äsen dieselbe sein. Die «-Axe 
werden wir meist in vertikaler Richtung gezogen denken und positiv 
nach oben rechnen. Von der positiven i-Axe aus gesehen möge die 
positive i-Axe in die positive i/-Ase durch eine dem Sinn des Uhrzeigers 
gleichgerichtete Drehung übergeführt werden. Dieselbe Bestimmung 
soll bezüglich der gegenseitigen Lage der positiven Äsen X, T, Z 
gelten. Unsere Koordinatensysteme sind nach dieser Verabredung als 
gleichsHmmig zu bezeichnen. Bei dem symmetrischen Kreisel werden 
wir durchgehends die positive Z-Axe mit der Figurenaie zusammen- 
Mlen lassen. 

Um die Lage des Kreisels im BAume zu bestimmen, genfigt es, 
die Lage des X YZ- gegen das ajys-System anzugeben. Letzteres kann 
dadurch geschehen, dafs wir die Transformationsf'ormeln für den Über- 
gang von dem einen zu dem anderen Koordinatensystem bilden, d. h. 
solche P'ormeln, welche gestatten, die Koordinaten eines beliebigen 
Punktes in Bezug auf das eine System zu berechnen, wenn seine Ko- 
ordinaten in dem anderen Systeme gegeben sind. 

Wir wollen uns vorstellen, dafs in einer „Anfangslage" das be- 
wegliche System mit dem festen zusammenfällt; jede andere Lage denken 
wir ims durch eine Drehung aus der Anfangslage erzeugt. Wir können 
dann die eben genannten Transformati oosformeln — wie Überhaupt die 
Transformationsgleichungen der analytischen Geometrie — in doppelter 
Weise auffassen. 

1. Wir betrachten einen im Baume festen Punkt und fragen nach 



seinen Koordinaten in Beaug auf das bewegliche System. Der Punkt 
möge durch seine Koordinaten xye in Bezug auf das feste Koordinaten- 
ayatem gegeben sein. Dies sind gleichzeitig die Koordinaten des Punktes 
in Bezug auf die Anfangslage des beweglichen Systems. Unsere l'onneln 
bestimmen uns bei dieser Auffassung die Koordinaten X ¥Z desselben 
Eaumpunktes in Bezug auf die Endlage des bewegliehen Systems. 

2. Wir bedachten einen im Kreisel festen, im Baume beiceglidten 
Punkt und fragen nach seinen Koordinaten in Bezug auf das im Saume 
feste System. Die Lage dea Punktes im Kreisel sei durch die Koordi- 
naten X YZ in Bezug auf das im Kreisel feste System gegeben. Es 
sind dieses gleichzeitig die KoordinateUj welche der Anfangslage des 
Punktes in Bezug auf das im Räume feste Koordinatensystem ent- 
sprechen. Unsere Formdn tiefem uns bei dieser Auffassuttg dk Koordi- 
naten xye desselben Ereiselputücles in sem&' Endlage, beeogen auf das 
im Saume feste Koordinalensystetn. 

Wir werden im folgenden beide Auffassungen, die sich wohlver- 
standen auf ein und dasselbe Formelsystem beziehen, wechselweise zu 
benutzen haben. In beiden Fallen, können wir sagen, führt das Studium 
der Transformationsformeln zur analytischen Darstellung der Drehungen 
um einen festen Punkt, wobei es sich in der ersten Auffassung um die 
Drehungen eines Koordinatensystems gegen den festen llaum, in der 
zweiten Auffassung um die Drehungen des Raumes gegen ein festes 
Koordinatensystem handelt. 

Was nun die Formeln für den Übergang vom Koordinatensystem 
X, y, B zum Koordinatensystem X, Y, Z angeht, so stellen dieselben 
bekanntlich eine sogenannte ortliogonale Substitution vor. Man hat 
einerseits 

X = aX -i- a Y -\- a" Z, 

(1) y=bX+b'Y+b"Z, 

z =cX -\-c Y -\-c" Z 
andererseits 

X ^ a X -{- b y + c «, 

(2) Y^a X -\-b-y-i-c'z, 
Z = a"x ■+- b"y -\- c"z, 

wo die auftretenden Koeffizienten die Cosinus derjenigen Winkel be- 
deuten, welche die positiven Haibasen des einen Systems mit denen des 
anderen bilden. Speziell ist: 

a = cos(a;X), a =^cos(xY), a" = cos(xZ), 
i = cos (y X), b' = cos {y Y), b" = cos (j/Z), 

c = cos (nX), c' = cos (s Y), c" = cos(s2). 



Die Gleichlingen (2) geher 
Position der Koeffizienten" 
das Schema zusammeo: 



US) 



aus den Glöicliungen (1) durch „Trans- 
hervor. Wir fassea beide Gleichungen in 





X 


Y 


Z 


X 


a 


o' 


o" 


S 


b 


"■ 


V 


B 


c 


c 


c" 



welches von links nach rechts gelesen die Gleichungen (1), von oben 
nach unten gelesen die Gleichungen (2) wiedei^ebt. 

Die neun Gröl'sen a, . . . c" sind nicht von einander unabhängig; 
ea bestehen zwischen ihnen eine ganze Reihe von Relationen. In der 
That, wenn wir frilher sagten, unser Kreiael besitze drei Grade der 
Freiheit, so bedeutet dies nichts anderes, als dafs seine sämtlichen Lagen 
durch drei von einander unabhängige Parameter dargestellt werden 
können. Wir haben also in den obigen Transformationsgleichungen 
zur Darstellung der Drehungen übcreäklige Parameter benutzt. Man 
findet die betr. Relationen in den Büchern; wir halten uns nicht hei den- 
selben auf Dagegen werden wir uns die Aufgabe stellen, eine inde- 
pendente Darstellung der Drehungen durch drei uruAhängige Parameter 



Zu diesem Zwecke benutzt man von alters her in erster Linie 
die sog. Eulerscken unstfmmetrisclien Winkel (p, tii, &. 

Um die Bedeutiing dieser Winkel unzweideutig definieren zu 
können, erklären wir zuerst, was wir (beim symmetrischen Kreisel) 
unter der „Knotenlinie" verstehen wollen. Als Knotenlinie bezeichnen 
wir denjenigen MaHtstralil, welcher gleichzeitig auf der Vertikalen und 
der Figurenaxe senkrecht steht und von dem aus gesehen die erstere 
in die letztere durch eine im Sinne des Uhrzeigers erfolgende Drehung 
auf kürzestem Wege übergeführt wird. Diese Erklärung der Knoten- 
linie wird nur dann unbestimmt, wenn die Figurenaxe eine vertikale 
Lage annimmt, d. h. wenn die Axen der z und Z den Winkel oder 
K einschli eisen. (Bei allgemeiner Lage der Koordinatensysteme bez. 
bei allgemeiner Massen Verteilung haben wir in der vorstehenden Defi- 
nition statt Vertikale und Figurenaie nur z- und Z-Axe zu sagen). 

Darauf betrachten wir auTser unserem xye- und XrZ-System noch 
ein drittes Hülfskoordinaten kreuz, welches wir in drei Schritten aus der 
Lage xys in die Lage XYZ überdrehen wollen. Und zwar drehen wir 

I. unser HUlfskoordioatenkreuz aus seiner Anfangslage x^z um 
die positive 2-ÄJte im Sinne des Uhrzeigers, bis seine positive r-Kxe 

■ in-Bammgrfsld. Kniulbawegiuig. S 
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I. Sinematili dea Kreisele. 



mit der Knotenlinie zusammenfällt. Die neue Lage des Hülfssystenia 
werde mit 3-jy,£, bezeichnet; äer Winkel, um den wir drehen mufsten, 
definiere uns den Ptwameter ii>. 

II. Wir drehen sodann das Hülfsaystem aus seiner Lage .T,y,^, 
um die positive a^-Axe (d, h, um die Knotenliuie), gleichfalls im Sinne 
des Uhrzeigers, bis seine positive z-Axe mit der positiven Z-Ase zu- 
sammenfällt Dadurch gehe unser Hülfssjstem 
in die Lage T^y^z^ Über. Dur Winkel, um 
welchen wir bei dieser Operation drehen mufsten, 
heifse #. 

ni. Wir drehen schließlich daa Hülfe- 
system um die positive Sj-Ase (oder, was 
dasselbe besagt, um die positive Z-Aie) 
abermals im Sinne des Uhrzeigers, bia die 
positiven Axen x^ und y, mit den positiven 
Axen X und Y zusammenfallen. Der eu- 
gehörige DrtOmngsmnkel giebt uns den dritten Parameter q>. Das Hülfs- 
sjßtem ist jetzt in seine Endlage XYZ übergeführt worden. 

Kürzer aber weniger genau werden wir sagen können (vgl. die 
Figur): Es bedeutet 

ip den Winkel der Knotenlinie gegen die pos. X-Äxe, 
■41 „ „ „ „ „ „ „ x-Axe, 

fr „ „ „ poB. Z- „ „ „ 2-Axe. 

Aus diesen Winkeln »p, V'i & werden wir die Koefüzienten unserer 
Drehujigatransformation zusammensetzen. Zu diesem Zwecke stellen wir 
zunächst die Ausdrücke für die Operationen I, II und III einzeln her. 
Die Operation I lafst die ^-Ase ungeändert und verdreht die xy- 
Ebene in sich. Wir haben abo zunächst die Gleichung c, =z. Andrer- 
seits hängen die 3",y, mit den .ry durch die 
Tranaformationagleichungen einer Drehung in der 
Ebene zusammen. Dabei müssen wir, um in 
Überein-stimmuug mit den für den Raum ge- 
troffenen Festsetzungen zu bleiben, die positive 
y-Axe in solcher Weise bestimmen, dafs sie aus 
der positiven .r-Äxe durch eine ira Sinne des 
Uhrzeigers erfolgende Drehung um hervorgehl^ 
*■ ■ also gerade umgekehrt, wie es in der analytischen 

Geometrie der Ebene meistens geschieht. Auf Grund der nebenstehenden 
Figur lautet nun daa Schema für unsere ebene Drehung folgender 





x 


'^. 


y 



§ 2. Analytische Darstellung. 
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(4) 





^1 


Vi 


X 


cos ^ 


— sin ^F 


y 


sin ^ 


cos ^ 



Die Transformationsgleichungen für die Operation I werden daher: 

X = cos if'X^ — sin ^ • y^j 
y = sin ^ • a:^ + ^^^ ^ • y^, 



e = 



^1- 



Wir schreiben dieselben nach Analogie von (3) wieder in die Gestalt 
eines dreiseitigen Schemas und fügen die entsprechend gebildeten 
Schemata für die Operationen U und UI hinzu. So ergiebt sich: 



I. 
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cos ^ 


— sin^ 
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cost^ 
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n. 
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cos 9 
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sin^ 







sin 9 



cos 9 



m. 
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X, 


cos tp 


— sin 9 





yi 


sin q) 


cos q> 





h 








1 



Kombinieren wir diese Einzelsubstitutionen, so erhalten wir die ge- 
suchten Transformationsgleichungen zwischen den Koordinaten xyz und 
XYZ, ausgedrückt durch die Eulerschen Winkel in der Form: 





X 


Y 


Z 


X 

(5) - 

y 


COS9) cos^F — cosd" smg> sin^ 


— siny cos^ — cosd" costp sin^ 


sind" sin^ 


cos9> sin^-f~^^^^ ^^^9 cos^ 


— siny sin^+ cosd" cosy cos^ 


— sin^cos^ 





sin^sin^) 


sinO'COSf) 


cosö- 
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t. EiuemBtik Aw KreiBsU. 



(6) 



Insbesondere merken wir au, äaSs die RichtungscoBintis der Vertikaleu 
im bowegliclien und die der Figur enaxe im festen System bez. die 
Folgenden Werte babon: 

c ^sin^sin^, c' ^ sini&cosqo, c" ^cos#, 
a" "= »in # sin 0, 6" = — sin fr cob ^ , c" = cos #. 
Wir werden femerbin darauf bedacht sein, diese allgemein ge- 
brauchten, aber in der That äuTserst unübersichtlichen Formeln durch 
geeignete Zusammenfassung zu vereinfachen. 

Dies gelingt zunäch.'it dadurch, daas wir statt der reeRm Koordi- 
naten gewisse komplexe Vtvbhulungen derselben einftlbren. Wir setzen: 
£ = x-\-iy, Z = X-\-iY, 

7i = — x-\-iij, H = — X-\-iY, 

t=-e, Z = - Z. 

Dann entsteht aus dem Schema (ü) ohne weiteres folgende Formel- 
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Das Hilleinspielen der komplexen Qröfsen in die Kinematik braucht 
uns nicht Wunder zu nehmen. Der tiefere Grund hierfür wird im 
folgenden Paragraphen klar werden; au dieser Stelle möge nur darauf 
hingewiesen werden, daCs auch die Gleichungen für eine ebene Drehung, 
die in dem Schema (4) enthalten sind, wie bekannt, mit Vorteil in 
die komplexe Form 

x + iy=e±<i'{x, +iy,) 
umgeschrieben werden können*). 

Übrigens ist durch die Einftthmng der komplexen Gröfsen die 
Eigenschaft der vorhergehenden Schemata verloren gegangen, dals sie 
ebensowohl von links nach rechts wie von oben nach unten gelesen 
werden können. Unser Schema (7) giebt nur die Koeffizienten in den 

*) Eh kann aurh daran ertDiieH werden, dafs in zahireichen Gebieten der mathe- 
matiBühen PhyBik, /. B. in der Optik, der Uebrauch komplexer Urßften (zur ayin- 
metrischcn Zusammenfaeaung noaat unuymmetriKcher (iloichungeu) gang und gäbe iot. 



§ 2. Asaljtiacbe Darstellung. 
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Ausdrücken der |i;£ durch dio ZHZ und darf nur viin links nach 
rechts gelosen werden, (wie solches durch den beigefügten Pfeil an- 
; wird). 
Eine überraschend einfache Gestalt aber nehmen die Trans for- 



ma tionsgleichungen an, wenn wir schlielalich von & : 
und die folgenden Äbküraimgen einführen: 



übergehen 



(8) 



ß = i sin - 



:^ 



welche durch die Relation 



verknüpft sind. Sie lauten dann nämlich 
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Wie diese Gleichungen zu verändern sind, wenn wir umgekehrt HHZ 
durch |]j£ ausdräcken wollen (wenn wir also den horizontalen durch 
einen vertikalen Pfeil ersetzen wollen) wird pag. 31 erörtert werden. 

Die Parameter a, ß, y, d, welche in der Folge eine grofse Rolle 
spielen werden, sind, wie man sieht, nicht unabhängig, vielmehr sind a 
und d einerseits, ß und — y andrerseits konjugiert imt^inär. Wollen 
wir zu entsprechenden vier reellen Parametern Dbergehen, so mögen 
-wir setzen 

a = D-\-iC, ß=~ — B-i-iÄ, 

y = B-^iÄ, d= D—iC; 

die 30 definierten Parameter A, B, C, D, welche durch die Relation 

4« _|. B« + C* -}- D» = 1 ,-'-^ 

verknüpft sind, werden wir als Qitaternionengröfsen bezeichnen. Die- 
selben geben m der That den Übergang zur Hamiltonschen Quater- 
uionentheorie. In ihnen lauten die Transformationsgleichungen, wenn 
vrir noch von den 5ij£ zu den rifH übergehen: 
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2(AB+CD) 
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B'-^'-B'+C 



Dieses Schema zeichnet sieb durch einen höheren Qraii von Symmetrie 
Tor dem Schema (9) aus, ist im übrigen aber weniger einfach als jenes. 

Wir haben somit drei verschiedene Parametersjsteme zum Studium 
der Drehangen kennen gelernt, von denen jedes seine besonderen Vor- 
zQge aufweist. 

Die EulerscJtcn Winkel besitzen eine unmittelbare geometriache 
Bedeutung; Überdies sind sie in mechanischer Hinsicht bei unserem 
Probleme ausgezeichnet (Es vrird sich später zeigen, daXs (p und ilt 
in der Kreiseltheorie die Rolle von „cyklischen Koordinaten" spielen). 
Natürlich sind die zu einer Drehung gehörigen tp, ^, & nur bis auf 
beliebige Multipla von 2jc bestimmt. Unsere. Faramrter u, ß, y, 8 sind 
in analytischer Ilinsicht die einfachsten Bausteine, aus denen sieb 
die Formeln der Kreiaelbewegung zusammensetzen lassen, wie solches 
namentlich bei Einführung der elliptischen Funktionen deutlich werden 
wird. Neben ihnen werden die Qtmtemionaigröfsm A, B, C, J) mehr 
zurücktreten; ihr Vorzug beruht in der formalen Symmetrie der 
Hechnungen; wir kommen auf dieselben, wie überhaupt auf die Stellung, 
welche die Quatemionentheorie hier einnimmt, noch wiederholt zurück 
(vergl. insbes. § 7 dieses Kapitels). Man beachte noch ausdrücklieb, 
dals die ot, ß, y, Ö, welche zu einer Drehung gehören, und ebenso 
natürlich die A, S, C, J) nur bis auf das Vorzeichen bestimmt sind. 
In der That genügt es, in (8) das (p oder ^ um 2n zu ändern, um die 
a, ß, y, d im Vorzeichen umzukehren. Wir werden in dieser Hinsicht 
später noch besondere Festsetzungen treÖen. 

Die Ent Wickelungen dieses Paragraphen dehnen sich unmittelbar 
auf die Behandlung des frei beweglichen starren Körpers aus. Um die 
Lage desselben zu bestimmen, können wir nach § 1 so verfahren, dafa 
wir einerseits die Lage des Bezugspunktes 0, andrerseits die Lage des 
Körpers relativ zu angeben. Ersteres geschieht am einfachsten da- 
durch, dals wir die rechtwinkligen Koordinaten x, y, e des Bezugs- 
punktes hinschreiben, letzteres dadurch, daJä wir eines der drei Tor- 
genannten Parametersysteme benutzen. 




§ S, Die Bedeutung der a, ß, y, i. 

§ 3. Die Bedenttuig der Fsrameter a, ß, y, 6. 

Wir werden vermuten, dals die Vereinfachung unserer Trana- 
fonnationagleichungen, welche wir durch die Einführung der a, ß, y, S 
erzielt habsn, keine zufällige ist, dofa vielmehr diese GrÖfeen mit 
onserem Probleme der Drehung in einem nothwendigen inneren Zusam- 
menhange stehen. Die folgenden Bemerkungen sollen dazu dienen, 
diesen Ziisammenhang verständlich zu machen, soweit es ohne weiter- 
gehende Vorkenntnisse vorauszusetzen möglich ist. Es ist dabei bequem, 
von den beiden pag. 16 gekennzeichneten Auffassungen sich der zweiten 
anzuschlielsen , also einen im Räume beweglichen Punkt in Bezug auf 
ein im Räume festes Koordinatensystem zu betrachten. 

Durch eine Drehung um wird jeder Etaumpunkt X YZ in einen 
Raumpunkt x;i3 Übergeführt, weicher von dieselbe Entfernung hat, 
wie jener. Insbesondere müssen Punkte, welche von die Entfernung 
Null haben, in ebensolche Punkte übergehen. Man könnte hiergegen 
einwenden, dafs es auTser selbst keine weiteren Punkte von dieser 
Eigenschaft giebt. Dies ist richtig, solange man im Reellen bleibt. 
Indessen ist man in der Geometrie seit lange gewohnt, auch Punkte 
mit imaginären Koordinaten ins Auge zu fassen, wodurch die Einfach- 
heit und Übersichtlichkeit der Theorie ganz bedeutend erhöht wird. 
Thun wir dieses, so müssen wir sagen: Punkte, welche von die 
Entfernung Null haben, sind in unendlicher Anzahl vorhanden; sie 
liegen auf einem (allerdings imaginären) Kegel zweiter Ordnung, dessen 
Gleichung lautet 

^* + y' + «' = 0, 

dem sogenannten Minimalkegel. 

Wir schreiben diese Gleichung passend in die Form i 

{x-\-iy){—x-\-iy)=B' ' 

oder mit Benutzung der pag. 20 eingeführten Gröfsen 

U - V- 

Wir definieren sodann zwei Parameter A^ und l^ durch die Gleichungen 

(1) | = v. .) = V. l = Kh- 

Offenbar gehört zu jedem Wertepaar A, , i^ ein ganz bestimmter Punkt 
unseres imaginären Kegels (denn die Gleichung |»; = %* ist vermöge 
(1) identisch erfüllt); umgekehrt entsprechen einem Punkte des Kegels 
zwei Wertepaare /i, Aj, welche sich aber nur durch einen gemeinsamen 
Vorzeichen Wechsel unterscheiden. Die Ghichungen (1), können wir 
sagen, liefern uns eine Parameterdarstelhnuj der Punkte unseres imagi- 
närmt Kegels. 



I. Kinematik des EreiaelE. 

Eine zweite Paraineterdarstellung gewinnen wir für dieselben Punkte, 
wenn wir, von der Gleichung 

X» + F' + Z» = 
ausgehend, zwei Parameter A,, A, einfiihreE durch die Gleichungen: 
(2) = = Aj*. H = A,*, 2 = AjAj, 

wo 

= = X-\-i¥, H=-X+ir, Z- — z. 
Da unsere Drehung die Punkte (2) in die Punkte (1) überführt, so 
werden dadurch gleichzeitig die Parameter A,, A, mit den Parametern 
il,, fl, in gewisser Weise In Beziehung gesetzt. Den Zusammenhang 
beider Wertepanre lesen wir aus dem Schema (9) des vorigen Para- 
graphen ab. Wir haben: 
li» =a»Ai» +^»A,* + 2aj3A,A, = (aAi + /3A,)», 

V = y*A,» + iI*V + 2j"»A A ={yA, + <IA,r, 

A,/!, = ayA,» -|- ßi/^* + (aS-\-ßy)/\, \ = f«A, -|-^Aj) (yA, -|-dA,). 
Hieraus folgt aber 

(;. = «A, + ß\, 

Ui; = 3'A, + *A„ 
wobei es noch gestattet ist, die Vorzeichen der «, ß, y, d simultan 
umzukehren. 

Wir sehen also, dafs mU jeder orthogonalen Si^stitutiofi der recht- 
winkligen Koordinaten xye eine lineare homogene Si^stitution zweier 
auf unserem imaginären Kegel definierten Parameter parallel täuß, deren 
Koeffisienien gerade unsere Gröfsen aßyS sind. Wermfrüherad — ßy = \^ 
gesetzt wurde, so heilst dies, dafs die in Bede stekaide Syhstitution die 
Determinante 1 haben soll. Hierin liegt eine neue und einfache 
Definition der Parameter a, ß, y, ä. Dals bei dieser Definition die 
Vorzeichen der a, ß, y, S unbestimmt bleiben, ist in Übereinstimmung 
mit der Schlufsbemerkung des vorigen Paragraphen, Übrigens aber 
gilt es, die neue Definition der a, ß, y, ö noch in verschiedene andere 
Formen umzusetzen. 

Wir wollen zunächst von den Punkten des Kegels zu den auf ihm 
verlaufenden Geraden, seinen „Erzeugenden", übergehen. Wahrend wir 
die zweifache Mannigfaltigkeit der Punkte auf zwei Parameter A,, A, 
bezogen, können wir die einfache Mannigfaltigkeit seiner Geraden 
dnrch einen Parameter unterscheiden. Und zwar bietet sich hierzu von 
selbst dar: 
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In der That bestimmen diese Gleichungen zu jedem Werte von A eine 
auf dem Kegel yerlaufende (imaginäre) Gerade und umgekehrt. Defi- 
nieren wir entsprechend den Parameter A: 



80 haben wir nach (3) zwischeu l und A die Beziehung 

Bei den Drehungen «m tleti festen Funkt erleidet also der Parameter, 
durch welchm wir die Eremgenden xtvseres imaginären Kegels charakte- 
risierten, eine linear gdtrochene Substitution, deren Koeffizienten, sofern 
wir nur die SubstituUonsdcterminante gleidi 1 setzen, wieder unsere Gröfsen 
a, ß, y, S sind. 

Wir werden aber zeigen, dafe wir ähnlich auch allen von aus- 
laufenden reellen Strahlen oder richtiger Halbstrahlen einen Parameter 
zuordnen kSnnen, welcher sich in gleicher Weise bei den Drehungen 
substituiert. 

Wir gehen zu dem Zwecke von der trivialen Gleichung 
X* + y* -\- z' =^ r^ oder Yx* -j- t/ -\- z^ = r 
aus, welche nichts anderes ala die Definition von r ist. Hinsichtlich 
des Vorzeichens der vorkommenden Wurzel setzen wir fest, dals 
dasselbe bei reellen Werten von x, »/, z stets positiv gerechnet werden 
solL Der obigen Gleichung geben wir ähnlich wie früher die Form 



oder 

oder endlich 



ll-(E->-)(E+r) 
_i t:^ 

l+r 1 



Bezeichnen wir den gemeinaamen Wert der rechten und linken Seite 
in der letzten Gleichung mit i, so können wir schreiben 

(6) ^--' ^-1. 



fr -fr 



s- 



Äuf solche Weise haben wir allen Pimkten des Raumes einen (im 
allgemeinen komplexen) Parameter l zugeordnet, der für reelle EUum- 
punkte zufolge unserer Verabredung über das Vorzeichen von r ein- 
deutig festliegt. Dabei findet derselbe Parameterwert X in allen Punkten 
eines und nur eines reellen Halbstrahles durch statt. In der That 
bleibt der Wert von X ungeändert, wenn wir die Koordinaten x, y, z 
eines reellen Raumpunktes mit einem gemeinsamen positiven Faktor 
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multiplizieren. Dagegen ändert sich sein Wert, nicht nur wenn wir 
die Verhältnisse dieser GrÖfsen verändern, sondern auch wenn wir einet) 
gemeinsamen negativen Faktor hinzufügen, letzteres wegen unserer 
Verabredung über das Vorzeichen von r. Es geht alfldaon k in einen 
Wert X über, welcher durch die Gleichungen bestimmt wird: 



(6') 



£ 



=.A', 



£ + r 1^ ' 



derselbe ist ersichtlich aum Werte - 



- , konjugiert. 

Durch unsere Gleichungen (6) tmd (6') sind also jedem reellen flbI6- 
strahle des Baumes ein, jedem reeUen VoUslralile zwei Farameierwerte 
gugeordmt Dabei bemerken wir, dafe unsere jetzige Parsmeterdar- 
stellung, auf die imaginären Strahlen des Kegels r* ^ ausgedehnt), 
in die frühere durch Gl. (4) deflniertc übergeht, imd dals hierbei die' 
beiden Werte i und i.' identisch werden. 

In entsprechender Weise mögen Kwei Parameter A und A' definiert 
werden, welche sich auf die Anfangslage des reellen Halb- bez. VoU- 
straliles beziehen. Indem "wir berücksichtigen, dass die Entfernung r 
bei der Drehung uugMindert bleibt, dals also R ^ r ist, setzen wir 



0) 



Z-\-f 



= A, 



= A' etc. 



Um nun die Abhängigkeit der Parameter X, A' und A, A' festza- 
stellen, drücken wir die Koordinaten |, i], £ und £, H, Z durch diese 
Parameter aus. Die Gleichungen (6) und (6') ergeben 



und 




"•=f^-i;= 


l 






^^^■=^.-U' 


1 


Wir 


können hie mach setzen 








E:E:,-U-i-j-^: 


, 


oder 


mit Benutzung 


eines Proportionalttätsfaktors q 


(8) 


S = 


-fix, S-»4-' 1 


— >• 


Ebenso ergiebt sich 


»U8 den Gleichungen (7) 




(9) 


H 


-oAA', z-o^+-5:, 


H = 


»o. 


einen zweiten 


ProportioniUitätofaktor bedeutet. 
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Darauftiin nehmen unsere Transformationsfonneln (9) von pog. 21 
die folgende Gestalt nn, wenn wir znr Abkürzung - = r setzen: 

r.ir- a'AA' + ii/)(A + A') + ß' - (,uA + ß) (fK + ß), 
I _ y'M' + yJ(A + A') +1' — frA + d) (j-A' + d), 



.o^-AA' + Ccd+^rt" 



-^d 



- ^ (-A + « frA- + d) + 1 frA + ä) (»A- + p). 

Durcli geeignete Division folgt 

VA + * ■ yA' + «' 

■yA-f d'T-rA' + a" 
Denken wir una diö Pflmnieterwerte A unserer Halbstrahlen vor der 
Drehung gegeben, so sind hiernach ihre Parameter X nach der Drehung 
znnächst nur erst zweideutig bestinunt. Wir haben entweder: 



-1 + A' = 



oder 



A = 



"A-f-P 
yA + 'e ' 



'A' + p 



X' = 



«A + p 

-,A' + »' '^ yA + ä" 

Man bemerke, dals beide Formeln mit (5) zusammenfallen, wenn man 
A = A, A = A' setzt, wie dies filr die Punkte des Mintmalkegels 
zutrifft. 

Nun ist aber klar, da& nur die eine der beiden so gefundenen 

Beziehungen eine Drehung bedeuten kann. Es geht nämlich die zweite 
Reihe aus der ersten durch Vertauschujig von X mit X' hervor, also 
dadurch, dafe wir jeden Ualbstrahl iu den entgegenge-setzten überführen. 
Diese Operation ist aber durch keine Bewegung des dreidimensionalen 
Raumes zu verwirklichen. Andrerseits beachte man, da& jede der 
beiden Formeln ein Kotilinuum vod Transformationen vorstellt. Wir 
können dann sofort sagen: die durct die eine Reibe dargestellte Ope- 
ration führt das Bündel der Balbsbrahlen in ein gleichstimmiges, die 
durch die andere Reihe dargestellte in ein ungleich stimmiges über. 

Welche von beiden Reihen einer Drehung entspricht, erkennen 
wir am leichtesten, indem wir zu einem Spezialfall übergehen. Der 
einfachste Fall einer Drehung ist die „Drehung Null", durch welche 
jeder Punkt des Raumes in sich fibergeführt wird. Der Drehung Null 
entsprechen die Parameter werte $■ = qa = ^ ^ 0, also « = Ä = + 1 
und /3 = y ^ 0. Die erste Reihe liefert in diesem Falle A = A, wie 
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es aeiu lutilti; dit! zweite Reihe aber giebt A ^= A', was unmöglicli iat. 
Also stellt nur diu erste Reibe eine Drehung dar; wir hüben notwendig 

("» '=:Hi 

und sprechen den Satz aus: 

Wenn wir ilurch ilk GleUhutujen (fi) jedem reeUen BalbslraJtle 
durch citu-n Paranu'Uw l suardnen , so erleidet dieser bei einer Drehung 
um eine linear i/ebrockene SubsUtulioti, gerade so wie der Parameter k, 
durch welchen vdr vorher die Erzeugenden unseres imaginären Kegels 
unterschieden. Also auch hieraus können wir die De&nitioD der a, ß, y, S 
entnehmen. — 

Hätten wir uns bei diesen Entwickelungen auf Vorkenntnisse aus 
der projektiven Qeometrie berufen wollen, so hätten wir unsere Be- 
trachtungen wesentlich vereinfachen können. Wir würden dann zunächst 
wie oben die Erzengendon des Minimalkegels durch einen Parameter X 
individualisiert haben. Da bei einer Drehimg der Minimalkegel in sich 
übergeführt wird, so erleidet dieser Parameter eine projektive Trans- 
formation. Dies liefert den Satz von Formel (5), von wo roan direkt 
zu Formel (3) aufsteigt. Hodann würden wir jedem Vollstrahle durch 
die Parameter X derjenigen beiden Erzeugenden zugewiesen haben, 
in welchen die durch den Strahl hindurchgehenden Tangentialebenen 
an den Mini mal kegel den letzteren berilhren. Dadurch würden wir 
genau zu der Definition der Werte A uud A' kommen, die in den 
Gleichungen (ö) enthalten ist. Dafs wir A dem einen, A' dem anderen 
Halbatrahle zuweisen, ist eine beiläufige Festsetzung, die wir aus 
Zweckmäfsigkeitsgründen treffen. Der letzte Satz, welcher ausspricht, 
dafs diese Werte bei einer Drehung sich projektiv substituieren, ist 
nun selbstverständlich d. h. eine unmittelbare Folge von (5); denn A 
und A' sind ja jetzt Parameter auf dem MinimalkegeL — 

Schliefslich bringen wir noch unsere Parameterdarstellung in einen 
interessanten Zusammenhang mit einer Vorstell ungs weise, welche in 
der Funktionentheorie seit Riemann üblich ist. Wir wollen nämlich 
das System unserer Halb strahlen durch eine KugelflUche auffangen, 
welche um mit dem Iladius 1 beschrieben iat. Jedem Punkte der 
Kugel wird dabei ein bestimmter Hnlbstrahl und also ein bestimmter 
Werth des Parameters A zugeordnet. Die komplexe Gröfse A ßndet sich 
also eindeutig auf der Kugeloberfläche ausgdireitet, wobei dem Punkte 
xifD mit j;* -f y- -j- j' ^ 1 nach (6) die Gröläe 

(U) '-'i^T 

entspricht. 
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Die Schnittpunkte der Kugel mit der positiTen bez. negativen 
r-Äie werden wir ala Nord- und Südpol bezeichnen. Wir haben dann 
im Nordpol (« ^ -j- 1) den Wert A ^ oo, im Südpol {« ^ — 1) den 
Wert A = 0; die reellen Werte von X liegen auf dem Meridiane y = 0, 
der Äquator ä = enthalt diejenigen Punkte, f3r welche [A|^l ist. 

Man nennt diese Parameterteilung in der Funktionentheorie die 
Interpretation dir Iconiplcxm Variabdn l auf ttnr Eiemannsciuii Kitgelßäche. 

Gewöhnlicli gelangt man zu ihr, indem man A zunächst in der 
Ebene und zwar speziell in der Äquatorebene unserer Einheitskugel 
nach Gaufs deutet und diese Ebene durch stereographische Projektion 
vom Nordpol aus auf die Kugel bezieht. Für uns würde höchatena 
der umgekehrte Weg angezeigt sein. Nachdem wir durch die vor- 
stehenden Betrachtungen, welche sich aus der Natur unseres Problemes 
ungezwungen ergaben, direkt zu der Definition der komplexen Variabeln 
auf der Ru-mannschen Kitgeloberfläche gelangt sind, kann es nachträg- 
lich für gewisse Zwecke wünschenswert sein, zu der Gaufsscken Ebttis 
fiberzugehen. Wenn wir z. B. eine Kurve auf der Kugeloberfläche mit 
Hülfe der Variabein l diskutiert haben und diese nun graphisch dar- 
zustellen wünschen, so müssen wir die Kugel auf irgend eine Zeichen- 
ebene beziehen. Zu dem Zwecke bietet sich als bestes Verfahren die 
Btereographißche Projektion und damit der Übergang zur Gaulsschen 
Ebene dar. Analytisch heifst dies einfach, dafs wir X^u-\-iv setzen 
nnd M und v ala rechtwinklige Koordinaten in der Ebene deuten. 

Ebenso wie wir den Parameter / von dem System der Halbstrahlen 
auf die Riemannsche Kugelfläche übertrugen, so überträgt sich natürlich 
die Bedeutung der a, ß, y, d von jener auf diese. 

Wir betrachten zwei vereinigt gelegene Einheitakugeln nm 0, von 
denen wir die eine im Räume als fest, die andere als beweglich denken. 
Wir breiten in der beschriebenen Weise auf der festen Kugel den 
Parameter A, auf der beweglichen den Parameter A aua, wobei in der 
Anfangslage je zwei zusammenfallende Punkte der Kugeln zusammen- 
fallende Werte von A und A tragen mögen. Üben wir jetzt auf die 
bewegliche Kugel' eitie bdidiige Drehung aus, so stehen die Parameter 
X und A , wdcke eu je awei nach der Drehung susammerdiegenden Funkten 
gehören, in der Beziehung 

_ uh+J 
yA -f- *' 



(12) 



wo die a, ß, y, Ö gerade, die früher definierten Größen sind. Umgekehrt 
werden wir diese Formel (12) als Definition der a, ß, y, ä gelten lassen, 
wobei wir nur hinzunehmen müssen, dafs die Determinante [aS — ßy) 
allemal = 1 sein soll. Die .so abgeleitete Definition hat vor den 



so 
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froheren (3), (5) und (10) den Vorzug gröfster Anschaulichkeit voraus, 
daher wir sie in der Folge überall zu Grunde legen werden. 

Der Gedanke, die Drehungen im Raum als lineare Substitutionen 
der komplexen Veränderlichen i darzustellen, kommt gelegentlich bei 
Riemann vor*), zur vollen Geltung gelangt ist derselbe in der 
modernen Theorie der regulären Körper**). 

§ 4. Nutsen der a, ß, y, S bei dem Studium endlioher Drehungen. 

Wenn wir im folgenden die Eigenschaften der Drehungstrana- 
formation studieren, werden wir die Rechnungen meist in unseren 
Parametern a, ß, y, S ausführen, wo sie am einfachsten werden. Dabei 
wollen wir uns durchgehenda des Kunstgritfes bedienen, statt mit den 
Transformation Sgieichungen der x, y, s lieber mit der einfacheren Sub- 
stitution der Gröfsen A,, X^ zn operieren, welche, wie wir im vorigen 
Paragraphen sahen {vgl. Gl. 3), notwendig mit jenen verknüpft sind. 

In diesem Sinne berechnen wir zunächst die zu einer gegebenen 
inv^se, Drehung. Führt die gegebene Drehung einen (im Kreisel festen) 
Punkt aus der Anfangslage X YZ in die Endlage xyz über, so be- 
deutet die inverse Drehung diejenige, welche den Punkt aus der Lage 
xyz nach 'K-YZ zurückführt. Die vorgegebene Drehung besitze die 
Parameter «, ß, y, S\ es fragt sich, welche Parameter der inversen 
Drehung zukommen. 

Wir betrachten 

A, = «A, + ;JA„ 
A, = yAi + JA,; 
hieraus ergiebt sich die inverae Substitution durch Auflösung. Es 
wird mit Rücksicht auf aS — ßy = \ 



(1) 



1 Aj = — yAi + «Aj. 
Wir erhaltm also aus dtr vorgpiefften die inverse Substitution, indem wir 
tt und 3 vertauschiM und ß und y im Vbrzächeti umkehren. 

Übertragen wir dieses Resultat auf imsere anderen Parametersysteme 
A, B, C, D und y, ^, ■&. Zunächst erkennt man unmittelbar aus der 
Definition der Quatemionengrölseii von pag. 21: 

Ist vms eine Drehung durch die Werte der Ä, B, C, D g^dien, 
so erhalten wir die ittverse Drehung, indem wir Ä, B und C im Vor- 
eeichcn umkcJiren, D aber ungeändert hissen. 

*) Vgl. die Abh.: Über die PlOthen von kleinatem Inhalte bei gegebener 
Begrenzung, art. 8, Oef, W., 2, Aufl. pag. 309 

") Klein: Vorleaungcu über das Ikosaeder, Cap. H, § 1. 
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Ferner folgt aus dem Zusammenhang der a, ß, y, ä mit den 
(p, il), fr (vgl pag. 21) oder auch direkt aus der geometrischen Be- 
deutmig der letzteren (vgl pag. 17 f.): 

Ist die direkte Drehung durch die WitiJiel qs, f, & geg^en, so be- 
stimmt sidi die inverse Drehung dttrcJi die Winkel — ^, ~ ip, — 9, 

Wir machen hiervon eine Anwendung, um die in dem Schema (9) 
von pag. 21 enthaltenen Gleichungen nach den H, H, Z aufzulösen. 
Zu dem Zwecke brauchen wir dort nur statt der a, ß, y, 6 bez. 
S, — ßj-^y,« einzutragen. Die Auf Lösung des Schemas (9) lautet also 



w- 


<■ i 


1 


£ 


= 


ä' 


f 


— 2ßS 


H 


r- 


«• 


-2ar 


Z 


-,> 


-«^ 


„s + ßr 
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(wo der beigefügte Pfeil bedeutet, dafe dieses Schema nur von links 
nach rechts gelesen werden soll). Tragen wir andrerseits ^ A, — B, 
— C, + D bez. ~t, —9, — * atatt A, B, C, D bez, tp, i), » in die 
Schemata (10) bez. (5) des vorletzten Paragraphen ein, so erhalten wir 
ein bereits bekanntes Resultat: es findet nur eine Transposition der 
Koeffizienten statt, wie solches bei der Umkehr einer orthogonalen 
Substitution nach pag. 17 aelbstrerständlich ist. 

In entsprechender Weise behandeln wir die Zitsammensetmng eweier 
Drehungen. Wir betrachten eine Drehung mit den Parametern c, ß, y, d 
und eine zweite Drehung mit den Parametern a, /S", y', ^. Es handelt 
sich darum die Parameter a",ß',y", S" zu berechnen, welche in ihrer 
Wirkung der ersten und zweiten Drehung zusammengenommen gleich- 
kommt. Dabei wird es bequem sein, die erste der beiden Auffassungen 
von pag. 16 zu Grunde zu legen, also die Koordinaten eines Raum- 
punktes in Bezug auf ein successive gedrehtes Koordinatensystem zu 
betrachten. Und zwar haben wir drei Lagen des beweglichen Koordi- 
natensystems zu unterscheiden: 1) eine Anfangslage, in welcher es mit 
dem festen System zusammenfällt, 2) eine Lage, in welche es durch 
die erste Drehung übergeführt wird, und 3) eine Endlage, in welche 
es von der Lage 2) aus bei der zweiten Drehung übergeht. Der Raum- 
ponkt sei durch seine Koordinaten xye im festen Koordinatensystem 
gegeben. Dann bedeuten djfz gleichzeitig die Koordinaten de^ Raum- 
punktes vor der ersten Drehung in Bezug auf die L^e 1 1 des be- 
weglichen Koordinatensystems. Ferner mögen x'^/ bez. XYZ die 
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Koordinaten desselben Kuumpunktes in Bezng auf die Lagen 2) und 3) 
des beweglichen Koordinatenayatema sein. 

Wir schreiben in einer leicht verständlichen Symbolik: 

Qesucbt werden die Parameter «", ^', y", d" in der aymbuliachen Glei- 
chung: 

(xijz) = {tt"ß"y"d")(XYZ). 

Oohen wir zu den komplexen Gröfsen X, X', A Ober, welche bez. 
den Koordinaten xyz, 3!.y's', X.YZ entsprechen mögen, so bedeuten 
unsere Gleichungen folgendes: 

ji,-»V + ?V. 
l^-rV + 'V. 
1 1; — »'A, + (IK, 

\ V = V l^i + *'A«. 



(2) 



(3) 



(4) 



ri,-«■■^ + r^, 

Aus den Gleichungen (2) und (3') folgt aber durch Elimination 

j, = («»' + /^J.■)A, + («f + ^^')^, 

Die Zusammenstellung dieser Gleichungen mit den Gleichungen (3) 
liefert die gesuchten Werte der Parameter «", ß", y", S", nämlich: 
j «" = ««' + ßy', (3" = «^ + ßä-, 
\ y" = y« -\- JSy, S" = yßt + JA*. 
Wir konstatieren, dols diese Grörsen htlineare ew&gliedrige Verbindungen 
der aßyS und a'ß'y'ö' sind und dafs die letzteren Gröfaen in unsern 
Vormfiln unsymmetrisch vorkommen. Daraufhin sprechen wir den Satz ans: 
Wenn tcir xtcei Drehungen nach einander ausführen und diejenige 
Drehung besümmen, welche jenen beiden eusammen äquivalent ist, so 
werden die Parameter a, ß, y, S der jtewen Drehung bilineare zweigliedrige 
Verhvndungen von den Parametern der gegätenen Drehungen. Dabei 
müssen wir auf die ReiJtenfotge der imsammemuseisienden Drehungen Acht 
geben: wen» wir die Bethenfolgp umhehren, ändert sieh tlas Resultat ihrer 
Zusammensetüung. 

Wir werden wünschen, die voi-stehende Zusammensetzungsregel 
auch auf die aiiderön Pararaeteraysteme zu Übertragen. Hinsichtlich 
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(6) 



der QuaternionengrÖfaen A, B. C, D geschiebt dieses einfach dadiircli, 
dafa wir die Gleichungen (4| in ihren reellen und imaginären Teil 
spalten. Es ergiebt sieh so, wenn A, A', A" etc. den Gröfsen a, a, 
a" etc. bez. entsprechen: 

IA" = AD' -\- BC - Cff + da:, 
B" = _ AC -f BU + CA + BS, 
C = AE — BA' + CD' + ßC, 
jy- = Dir— AA' — BB' — cc. 
Die Parameter der resultierenden Drehung sind wieder bilinear in 
den Parametern der Teildrebungen. Aber die Ausdrücke sind jetzt 
viergliedrig geworden. 

Die entsprechenden Formein für die ^, ip, fr wollen wir nicht 
explicite hinschreiben, weil sie ziemlich kompliziert sind. Sie ergeben 
sich aus den Gleichungen (4), indem wir a, ß, y, d durch ihre Werte 
in den ^p, ^, %• Ton pag. 21 ersetzen. 

Wir gehen nun dazu über, die n^enüiehfn geometrischen Elemente 
einer Drehung, namlkh die Lage der Drehungsaxe und die Grofse des 
Drehungstrinlels zu berechnen, vorausgesetzt, dals die Drebungspara- 
meter b, ß, y, d bekannt sind. Dies geht nicht ohne etwas Rechnung 
ab. Um einen diesbezüglichen ersten Ansatz zu gewinnen, denken wir 
uns zunächst Drehungswinkel und Drehungsase als bekannt. Die 
Drehungsase machen wir zur ersten Koordinatenaxe eines im Kaume 
festen rechtwinkligen Systems mit dem Ursprünge 0, in welchem 
U, y, W die Koordinaten eines Punktes vor der Drehung, m, r, w 
die Koordinaten desselben Punktes nach der Drehung sein mögen. 
In diesem System werden die Formeln der Drehungatransformation 
besonders einfach. Sie sind in dem Schema II von pt^. 19 enthalten; 
bezeichnen wir den Drehungswinkel mit a und benutzen wir ähnlich 
wie pag. 20 geschehen, statt der Koordinaten V, W etc. die komplexen 
Verbindungen V -^ iW, V — iW etc., ao lauten sie: 

(6) \v-\-iw = e--<^{V-\-iW). 

[ V — -iw = e-'~{r— iW). 
Wir schliefen hieraus Folgendes: Die Drehungsaxe selbst oder, 
wie wir lieber sagen, die „ffnuptaxe der Drehung" ist dadurch aus- 
gezeichnet, dftfs ihre Punkte bei der Drehung durchaus ungeändert 
bleiben. Aufser dieser „Hauptaxe" giebt es aber, sobald wir einmal 
imaginäre Punkte und Geraden mitberilcksichtigen, noch zwei be- 
merkenswerte „NAenaxm", nämlich die in der Ebene U= f 

XKIn-Eonmtrfold, KnlHlbsvcgTing. 
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Strahlen V+iW=0 und V~-iW=0. Sie »iud dadureh ans- 
gezeicbnet, dafs sich die zu ihren PunkteD gehörigen komplexeD 
Küordioaten nur um einen Faktor ändern. Dieser Faktor ist gleich 
e~'" längs der ersten Nebenaxe, gleich €+'" längs der zweiten und, wie wir 
hinzufügen mögen, gleich 1 längs der Hauptaxe. In der That, setzen 
wir ^7=0 und r-\-iW=0, so wird nach (6) auch m = und 
t) -|- iw ^ 0, während o — iw=-=c~'"(V — iW) ist. Alle drei Ko- 
ordinaten U, V-i-iW und V — iW, ao können wir sc^en, multi- 
plizieren sich längH dieser ersten Nebenaxe mit dem gemeiosamen 
Faktor e-'". In entsprechender Weise multiplizieren sich die Koordi* 
nateu ü, V -\- iW, V — iW längs der zweiten Nebenaxe mit dem 
gemeinsamen Faktor t'^'" und längs der Hauptaie mit 1. 

Dasselbe gilt natürlich auch von den Koordinaten //, V, W selbst 
und weiterhin von allen homogenen linearen Funktionen dieser Grölsen, 
alao z. B. von den Koordinaten X, 1' Z in einem beliebigen recht- 
winkligen Koordinatensystem, welches mit dem U, V, IF-System einen 
gemeinsamen Ursprung hat, und schlielslich auch von unsem früher 
benutzten Gröfsen =,, H, Z. Aiicji die Koordinatt^ £. H, Z, welche 
fu einetH Punkte auf einer unserer drei Drehungnaxen gehören, multi- 
plizieren sidi bfi der Drehung mit einem getneinsamen Faktor, nänäich 
heg, mit 1, H"'"" und e-'". Bezeichnen wir also mit m irgend einen 
dieser drei Faktoren, so haben wir in den Punkten unserer drei Axen: 

(7) l = mZ, i) = mH, f = mZ. 

Um die Verbindung mit den a, ß, y, S herzustellen, ziehen wir das 
Schema (9) von pi^. 21 heran. Für einen Punkt unserer Drehung»- 
axen besagt dasselbe mit Rücksicht auf (7^ das Bestehen der folgen- 
den Gleichungen: 

(8) = j'*H +(«»— m)H-|-2ydZ, 
lo^ayE +ßdH -\, (ad + ßy — m)Z. 

Sollen diese drei Gleichungen mit einander verträglich sein, so mala 
ihre Determinante verschwinden. Es mufs also m der kabischen Glei- 
chung genügen: 

-m ß" 2a/S 

f d*-m 2y6 =0. 

ty ßd ttd + ßy — m 

Bei der Ausrechnung ziehen sich die Koeffizienten vermöge der Rela- 
tion ad — ßy •= 1 wesentlich zusammen; unsei-e Gleichung nimmt die 
Gestalt an: 



I 
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«n _ („,i _ ^) ((„+a)»^ 1) _ I = 0. 

Ihre Wurzeln müsseo bez. identisch sein mit den GröfBen 1,C'", c~'". 

In der That lafst sich zunächst (m — 1) als Faktoi; herauaheben. Die 

Übrig bleibende quadratische Gleichung lautet: 

w* + m(2 — (a+d/) + 1 = 0. 

Ihre Wurzeln sind 



_(B-|-3)' 



-1 + 



V- 



Daraus folgt 






(<■ + ')• 



I, 



womit die Gröfae de» Drehungswinkels gefunden ist. Die Formel Ter- 
einfacht sich durch Einführung des halben Winkels; wir haben 



(9) 



(9') 



+ s 



-V^ 



Auf die Yoraeichenbestimmung in diesen Formeln werden wir sogleich 
noch näher eingehen. 

Nachdem die GrÖfse d«s Drehungswinkels gefunden, erübrigt noch 
die Lage <ler Drehiingsaxe (oder in unserer obigen Bezeichnung der 
„Drehungshauptaxe") zu berechnen. Hiezu dienen uns die Gleichungen (8). 
Tragen wir in ihnen »j = 1 ein, so wird wegen der verschwindenden 
Determinante eine derselben entbehrlich. Wir greifen zur Bestimmung 
der Drehungsaxe etwa die beiden Gleichungen 

(«»—!)£+ j3'H +2«j3Z = 0, 
y»= +(d» — 1)H +2yäZ = 
heraus, aus welchen durch eine kleine Detenninantenrechnung folgt: 
(10) = : H : Z = — 2jJ : 2y : (« — d). 

Wir wollen geradezu die Richtungscosinus cos a, cos b, cos c be- 
rechnen, welche unsere Drehase mit den Koordinatenaxen einschlielst. 
Da wir annehmen, dals vor der Drehung das bewegliche mit dem festen 
System koincidiert, so werden die Richtungscosinns in dem einen System 
offenbar mit denen im anderen System identisch. Und zwar haben 

H wir längs der Drehungsase: 

^M £:H:Z^|:ij:§ = cos « -|- i cos b : — cos o + j cos b : — cos c. 

^B Unter p einen Proportionalitätafaktor rerstanden, setzen wir mit Rfick- 

H eicht auf (10): 
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(11) 



coa a -|- t cos h - 



.(.-ä),. 



Aus der Gleichung coa* a + < 
9 die Bedingung: 

oder mit Rücksicht auf (9') 
(12) 



* 6 -f- coa' c ^ 1 ergiebt aich noch filr 



Wir wollen una uun mit der Unbestimmtlieit der Vorzeichen in 
den vorstehenden und den ft-Uheren Formeln, soweit es möglich ist, 
abfinden. 

Zanächsl: iat klar, dafs aofem wir nur die Anfangs- und Endlage 
dea Körpers betrachten, atatt dea Winkels a auch jeder Winkel (o-\-2kn 
als Dreh ungs Winkel angesehen werden kann, unter k eine beliebige 
ganze Zahl verstanden. In der That ändert die Hinzafügung einer 
oder mehrerer voller Umdrehungen an der Endlage des Körpers gar 
nichts. Von diesem Standpunkte bleibt also das Vorzeichen von cos — 
und sin ^ notwendig unbestimmt. 

Demgegenüber wollen wir nun festsetzen, dafs wir die Grofeo einer 
Drehung nicht lediglich aus der Anfangs- und Endlage des Körpers 
beurteilen wollen, dafs wir also ta nicht nur modulo 2n gegeben denken. 
Vielmehr wollen wir die bei einer Drehung durchlaufenen Zwischenlagen 
soweit als bekannt ansehen, dafs auch - modulo 2«, also tu modulo 4ä 
festgelegt werden kann. 

Trotz dieser Festsetzung bleibt aber immer noch eine Unbestimmt- 
heit bestehen, welche wir nicht gut heben können. Wir können näm- 
lich jede um einen bestimmten Halbstrahl im positiven Sinn erfolgende 
Drehung w sowohl lünsichtlich. der Endlage wie hinsichtlich der 
Zwischenlagen des Körpers ersetzen durch eine Drehung, welche um 
den entgegengesetzten Halbstrahl im negativen Sinne statt hat Diesem 
Umstände entspricht es, dafs wir gleichzeitig u, h, c und a mit a-^x, 
b -\- n, c -}- IT und — o vertauschen können. 

Aus dem Gesagten ergieht sich, dafs auf Grund unserer Festsetzung 
swar cos - souie die Produkte sin — cos a etc. ein bestimmtes VoreettAen 
erhalten werden, daß aber tlas Vorzeichen von sin — , cos a, coa i, cos c 
eiiieehi gmoinmeyi, auch jetzt nork uuhesliiiiml hlflU. 
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Naeh dieser Torbereitung kommeii wir auf die Gleichungen (9) 
bis (12) zurück; dabei wollen wir eine spezielle Lage des Koordinaten- 
Bjatems zu Grunde legen. Wir nehmen die Drehungsaxe zur 2-Ase 
und betrachten eine Drehung, welche von der positiven ß-Axe aus 
gesehen im Sinne des Uhrzeigers erfolgt und deren Grö&e durch einen 
modulo 2n bestimmten Wert von - gegeben ist Alsdann haben wir 
cos a ^ cos 6 = 0, cos c = l; andrerseits können wir fUr diese Drehung 
die K, ß, y, 6 eindeutig angeben. Es folgt uämlich aus der Definition 
der Eulerschen Winkel 9^0, <p-\-f = to oder, genauer gesagt, — ^ 0, 



2 ~ 
ergiebt i 
d. h. 



- modulo 2«. Mithin bekommen a, ß, y, tf die Werte 
S = y = 0, d = e~~^. Die dritte der Gleichungen (11) 



- 1 = U » - 



T), 



Gleichzeitig wird 



« + 3_ 



Wir werden dementsprechend auch bei allgemeiner Lage des Koordi- 
natensystems in den Gleichungen (9) imd (12) beidemal die oberen 
Vorzeichen wählen. Dagegen bleibt das Vorzeichen in Gleichung (9') 
auch jetzt noch unbestimmt, wie es nach der obigen Auseinandersetzung 
nicht anders zu erwarten ist. Indem wir die entwickelten Formeln 
übersichtlich zusammenstellen, schreiben wir: 



(13) 



i cos b = 



- coB a -f- * ^^^ ^ = 






Durch die vorstehenden Formeln ißt die oben gestellte Aufgabe 
gelöst: die geometrischen Elemente der Drehung mittelst der a, ß, y, S 
ausmdriicken. 

Die Lösung der umgekehrten Aufgabe: zu einer durch Are und 
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Winkel gegvhent-n Ihrhawj ilk F<wameier a, ß, y, i zu 
denselbei] Gloichuugtin enÜmlten. Man findet sofort: 

t •= CÖB ^ -f- * ^i"^ 2 ^^^ ^1 

jS = t sin - (coB a -f- i coa b), 

= i ain (cos a — icoab), 



(13') 



Diese Formeln setzen in Evidenz, dale die a, ß, y, d jetzt aucb dem 
Vorzeichen nach bestimmt sind, da sie nur von coa - und den Pro- 
dukten sin ^ cos a etc. abhängen. 

Dasselbe gilt niitUrlich von den Quatemionengrörsen A, B, C, D, 
für welche die entsprechenden Formeln besonders einfach werden; sie 
lauten nämlich: 

A = 



(14) 



C=.Bi 



n ., cos b, 



Wir kommen schlieMicb von hier aus noch einmal auf die Zusam- 
mensetzungsformeln (4) von pag. 32 zurück. Wir denken una in ihnen 
die Parameter a, ß, y, 3 und «', ß', y, d' eindeutig gegeben, indem wir 
die zugehürigen Drehungawinkel to und a willkürlich modulo 4x fest- 
legen. Zunächst werden wir vermuten, dal'a eine entsprechende Fest- 
setzung auch hinsichtlich der resultierenden Drehung nötig ist, dafs 
also zunächst die «", (3", y", d sich wiederum nur bis auf das Vor- 
zeichen bestimmen. Demgegenüber ei^eben aber unsere Formeln zu 
bestimmten a, . . . und «',... eindeutig bestimmte Werte von «", . . .; 
6R wird aluo zwischen den beiden möglichen Vorzeichen von a", . . . 
durch unsere Formeln von vornherein eine bestimmte Auswahl getroffen. 

Nach welchem Prinzip diese Auswahl geschieht, stellen wir dadurch 
fest, dafe wir unsere jetzigen Formeln mit der geometrischen Kon- 
struktion der resultierenden Drehung, auf welche im ersten Paragraphen 
pBg. 10 Bezug genommen wurde, vergleichen. Notwendigerweise werden 
jene Konstruktion und diese Formeln modulo 2ä denselben Wert des 
resultierenden Drehungs winkeis co" ergeben; dagegen ist es zunächst 
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fraglich, ob der Winkel — in beiden Fällen modulo 2jr gieicb oder 
um « verechieden herauskommt. 

Bei der geometrischen Konstruktion ergiebt sich nach pi^. 10 -5- als 
ÄoläeDwinkel eines sphärischen Dreiecks, in welchem die gegenüber- 
liegendeo Winkel bez. — und -^ ^'^"^ ""^^ ^^ gegenüberliegende Seite 
gleich dem Winkel (12) ist, den die Axe der ersten Drehung mit der 
Äxe der zweiten einschlielst. 

Andrerseits ergiebt sieb aus iinsdren Zusammensetzungsformeln 
(man gebt am bequemsten von der letzten der Crleicbuogen (ö) aus) 
mit Rücksicht auf die Gleichungen (14) der Wert 

cos — ^ cos ^ cos -- — sin ^ sin -^(co80cOBa'-f-cos6co86'-|-cosccosc') 

= cos I cos Y — Bin | sin y cos (12). 

Dies ist aber eine der bekannten Grundformeln der sphärischen Trigono- 
metrie. Sie zeigt uns, dals der so bestimmte Wert von — wiederum 
au^fa&t werden kann als Aufsenwiiikel eines sphärischen Dreiecks, 
dessen gegenüberliegende Winkel - und ^ sind, dafs also dieser Wert 
mit dem geometrisch bestimmten Werte Von -3- übereinstimmt. Darauf- 
bin können wir sagen: 

Die Zusammensetmngsformeln (4) oder (5) sind einfach der anor 
lylische Amdruck für die im ersten Paragraphen genannte Konstruktion 
in dem Sinne, dafs sie nidU nur denselben Wert von a", sondern audi 
denselben Wert von -5- wie jene ergeben. 

§ 5. Übergang zu den sog. unendlich kleinen Drehungen. 

Wir machen jetzt den Groiziäiergang von einer endlichen zu einer 
„unendlich kleinen Drehung", der schon in § 1 erwähnt wurde, lassen 
also den Drehungswinkel m unbegrenzt abnehmen, wobei wir jedoch 
voraussetzen, dalä sieb die Drehungsgeschwindigkeit, welche mit 

bezeichnet werden möge, einer endlichen Grenze nähert. Mit einer 
anendlich kleinen Drehung operieren wir ebenso, wie wir es in der 
Infinitesimalrechnung mit einer „unendlich kleinen Verrückung" gewohnt 
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ainJ, iiämlich so, dufs wir die höheren Potenzen der in der Grenze 
verach windenden GrÖfeen neben den niederen vemachläsBigen. 

Es möge zunächst Überhaupt nur eine unendlich kleine Drehung 
Torgelegt aein, d. h. es sollen die Systeme x, \f, s und -Y, Y, Z direkt 
durch eine unendlich kleine Drehung verbunden sein. 

Indem wir den BegriÖ' des Drehungavektora von pag. 11 aufnehmen, 
«erlegen wir die auf der Drehungaaxe aufgetragene Winkelgeschwindig- 
keit in Komponenten nach den Koordinatenaxen und nennen dieselben 
j), 5, r. Wir haben nun eraichtlich 

und mit Benutzung der Richtungacosinus der Drehaxe 
75 = Q cos ffl, 
3 = Q cos h, 
r = Q cos c. 

Wir fragen weiter, wie sich die Parameter a, p, y. S bcü. A, S, C, D 
der unendlich kleinen Drehung durch die j>, g, r auadrflcken. Besondera 
einfach werden die Auadrücke der QuatemionengrÖIäen Ä. B, C, D. 
Nach Gleichung (14) doa vorigen Paragraphen wird nämlich in der 
Grenze w = 0: 



(1) 



A — 


^c„.„ 


- 


\pil, 


B — 


- ajcoat 


- 


\iit. 


C — 


^ 1» COB C 


- 


\rii. 


n^ 









Mithin lauten die Ausdrücke für imaere Parameter c, ß, y, 6 folgender- 



(2) 



--D+ iC— l + -.^-,ll, ß^- JS+ iA = 



i-dl. 



Wir wollen auch die expliciten Transformationsgleichungen für 
die rechtwinkligen Koordinaten xye und XYZ im Falle einer unend- 
lich kleinen Drehung hinschreiben. Zu dem Zwecke brauchen wir nur 
die Toratehenden Werte der A, B, C, D iu daa Schema (10) von 
pag. 32 einzutragen. Wir finden so, indem wir konsequent die höheren 
Potenzen von (/( wegwerfen, das folgende echiefe Determinantenachema : 



§ S. Unendlich kleine Drehungen. 





X 


y 


Z 


X 


1 


— rdt 


+ qdt 


V 


+ rdl 


1 


~pdl 


e 


— qdl 


+ y,JI 


1 



(3) 



Wir mögen noch den Gleichungen des vorstehenden Schemas eine 
etwas andere Form geben. Es bedeuten ja X YZ die Koordinaten 
eines im Kreiael festen Punktes vor der unendlich kleinen Drehung, 
xyB die Koordinaten desselben Punktes nach derselben, beide bezogen 
aof ein im Räume festes Koordinatensystem. Mithin sind 

a: — X, y—Y, e — Z 
die yerrttckangskomponenteii des Punktes; aus ihnen berechnen sich 
die Geschwiudigkeitskompoaenten x, /, «' durch die Gleichungen 
x'fU = x—X, y'dt = y—Y, ^dt = z — Z. 

Auf Grund des Sdtemas (3) mrd also die Lineargeschwmdigieit 



X — 


-rY+iZ 


y- 


rX —pZ, 


d — 


-sx+py 



{3') 



Wir werden hier rechter Hand statt X, Y, Z ebensowohl 
schreiben dürfen, da sich diese GrSIsen von einander nur um 
mit dem Faktor dt unterscheidea Dann haben wir also: 



X, y, t 

Glieder 



(3-) 



-»■y + 5 



- gar 4- py 



Jetzt können wir den wichtigen Satz über die Zusammensetzung 
zweier unendlich kleiner Drehimgen, auf den bereits pag, 11 Bezug ge- 
nommen wurde und der die Einführung des Wortes „Drehungsvektor" 
rechtfertigt, direkt analytisch verifizieren. Wir betrachten neben der 
Drehung mit den Parametern a., ß, y, tf in Gl. (2) eine zweite Drehung, 
welche durch die Parameter 



■i + x-". 



r — i — -'-dl 



gegeben sei. Nach der ZusammeDsetzungsregol von pag. 32 sind die 
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Parameter der resultierenden Drehung bei Vemachläsaigimg hölierer 
Potenzen von dt die folgenden: 

'•(■■ + '■') ,,, ff' _ Hp+P')-(g + 9) ^ 



= 1 + - 



-' dt, 



■' ^ '(p + p) + (q + 9') ,^( 



r= 



r=i- 



^dt. 



i(r + r-) 



dt. 



Mithin lauten die Komponenten der resultierenden Drehgeschwindigkeit : 
p" = p + P, ?" = ff + q\ r" = r-\- r. 

Zwei unendlirh klchie Drehungen setam sich also ebenso zusammen, 
wie Vektoren, nändidi so, dafs sieh ihre Konvponenteti einfach addieren. 

Insbesondere wird das Resultat zweier unendlich kleiner Drehungen 
Ton ihrer Reihenfolge unabhängig; unendlich kleine Drekum/en stellen, 
wie wir s^ten, vertauschbare Operationen vor. 

Wir sehen jetzt auch deutlich den allgemeinen Grund dieses ein- 
fachen Resultates ein. Er beruht wesentlich darin, data wir uns in 
dem Grenzfalle einer unendlich kleinen Drehung gestatten, die höheren 
Potenzen von dt zu vernachlässigen und dafs in den beibehaltenen ersten 
Potenzen die Orölsen p, . . ., p, . . . notwendig in der Verbindung 

p -\- p\ vorkommen. Man erkennt hiemach unmittelbar, dafs ein 

entsprechendes Ergebnis bei jeder „unendlich kleinen Transformation" 
eintreten mufs. 

Übrigens hätten wir mit Hülfe des letzten Satzes die in dem 
Schema (3) enthaltenen sehr bekannten Gleichungen einfacher direkt 
ableiten können, wie dies auch in der That gewöhnlich geschieht, näm- 
lich durch Zusammensetzung der successiven Drehungen pdt, qdt, rät. 

Demnächst kombinieren wir eine endliche Drehung mit einer un- 
endlich kleinen. Die endliche Drehung habe die Parameter k, ß, y, 3 
und möge zuerst ausgeführt werden, die Parameter der unendlich 
kleinen Drehung heifsen ic', ß', /, 6'. Wir fragen nach den Para- 
metern der resultierenden Drehung 

«" = « + da, ß-' = ß-\- dß, y" = ;■ + dy, d" = d -f da. 
Da wir jetzt annehmen werden, dafs das bewegliche Koordinatenayatem 
X¥Z in seiner Anfangslage vor der ersten Drehung mit dem festen 
Koordinatensystem xyz zusammenfällt, ho ist seine Lage zu Beginn der 
eweiten (der unendlich kleinen) Brehunn von der des festen Systems 
verschieden. Wir müaaen daher von jetzt ab zwischen den Komponen- 
ten des Drehungs Vektors nach dem beweglichen und festen System 
wohl unterscheiden. Die ersteren nennen wir p, q, r, die letzteren 
Wollen wir die Zusammensetzungsformeln von pag, 32 direkt 
verwenden, eo müssen wir die unendlich kleine Drehung auf das he- 
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«egliche System beziehen, also die Komponente n p, q 
Wir erhalten so mit Uücksicht auf die Gleichungen [2): 






au' + J3/ = 

aß- + ßS- = 






dt, 



dt etc. 



Hierfür schreiben wir, indem wir die analogen Gleichungen für y und 8 
hinEttffigen: 

Die vorstehenden Gleichungen geben die Änderungen an, welche 
die Parameter u. ß. y, S bei dem Hinzutreten einer unendlich kleinen 
Drehung von den Komponenten ;), q. r erleiden. Denken wir uns die 
p, q, r irgendwie als Funktionen der Zeit gegeben, so können wir aus 
ihnen die successiven Änderungen der k, ß, y, Ö d. h. die successiTen 
Lagenändeningen des Kreisels im Kaume durch Integration des vor- 
stehenden Systems von Differentialgleichungen bestimmen. Sind umge- 
kehrt die a, ß. y, it bekannte Funktionen der Zeit, sind also die 
Buccesaiven Lagen des Kreisels im Räume gegeben, ao können wir aus 
unseren Gleichungen die p, q, r vermöge Differentiation berechnen. 

Nun bestimmen aber die Verhältnisse p:q : r die Lage der in- 
stantanen Drehungsaxe gegen das im Kreisel feste X FZ- System und 
die successiven Werte dieser Verhältnisse die Gestalt des Polkodiekegels. 
Femer bedeuten p, q, r die Koordinaten des Endpunktes des Drehungs- 
vektora in demselben Koordinatensystem; also geben die successiven 
Werte der p, q, r selbst die Gestalt der Polhodiekurve an. 

Die espliciten Ausdrücke der p, q, r finden wir durch Auflösen 
der Gleichungen (4). Wir behalten die komplexen Verbindungen 
J> + '2i ^P + *Si ~" •' eiiifach bei und haben 



(5) 



j> + iq = 2i[i 






, Werte w^en der Rela- 



wobei noch die beiden iUr — 
tion aÖ — ßy ^=1 identisch sind. 

Wir schliefaen hieran die Formeln für den Kegel bez. die Kurve 
der Herpolhodie, berechnen also die Komponenten «, x, q des Drehungs- 
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voktors im festen System. Wir könnten so verfuhren, daJs wir die 
soeben bestimmten Werte von p -i- tq, — p -\- ig, — r statt =., H, Z 
in dfts Schema (9) von pag. 21 eintragen; die zugehörigen Werte Ton 
I, ij, £ lieferü dann die gesuchten Gröfaen n -\- ix, — Jt -\- ix, — q. 
Direkter führt indessen fol(fender Wt'g zum Ziele. Wir bemerkten 
schon pag. 14, dals die Herpolhodickurre der direkten Bewegung dia- 
metral in bezug auf den Unteratiltzungspunkt zu der Polhodiekurve der 
umgekehrten Bewegung liegt. Nun erhalten wir aus den Oleichungen 
(5) die Polhodiekurre der umgekehrten Bewegung, indem wir a, ß, y, d 
nach der p^. 30 gegebenen Hegel ersetzen durch d, — ß, — y, «- 
Mitbin lauten die Forfaeln für die Serpolhodiekurnc der direkten Be- 
wegung: 



(«) 



l^P 



^ + ^^^2i{Sl 



-2i[ß 



dt/ 



Der Herpolkodiekpgel ist natürlich schon durch die Verhältnisse der 
rechts stehenden Gröfaen bestimmt. 

Die entsprechenden Gleichungen in den A, B, C, D wollen wir 
nicht ausführlich hinschreiben; sie folgen durch Zerlegung von (5) und 
(6) in einen reellen und imaginären Teil. Dagegen werden wir später 
die Darstellung der p, q, r durch die Eulerschen Winkel «p, ij!, fr und 
ihre DiÖercntiahjuotienten nach der Zeit brauchen. Wir kommen hierzu, 
indem wir etwa von den Gleichungen (5) ausgehen. Die rechter Hand 
stehenden Aggregate der «, ß, y. d rechnen wir mit Hülfe der ur- 
sprünglichen Definition unserer Parameter in die q), i', S- um. So 
erhalten wir beispielsweise: 



-«^— 



-'V ff (sin* - -f- cos' -) -j- c~''f ^' t 



-,{&' + ii^'sind)c-M 



"rf( + '' df ^ + 2 ""^^ 3 < 9'' + "■') ~ 2 ^'"' 2 '^^ ^' + ""'^ 

= -^ (qs'-f cosOtf;'); 
in wird 

;) -(- ig = f fr' + t>' sin fr)e-'>, 

— p -\- tg = ( — fr' + j^' sin %)e^*'f, 

— r ^ — (fp -V V'' cos fr) 



g 5, Dnendlicli kleine Drehungen. 



*' cos <p -\- ^' sin & sin qi, 
(7) { 7 = — &' ainip -{- p' sin & cos <p, 

\ r ^ (p' -\- C09 # ?ii'. 

Der Übergang zu der umgekehrten Bewegung, welo.he in den Euler- 
fichen Parametern nach pag. 31 durch Vertauschung von <p, lii, # mit 
— ^, — <f), ^ fr zu bewerkstelligen ist, liefert: 



L(8) 



IÄ ^ fr' COS ^ -\- ip ain fr sin ^, 
X = fr' sini/' — y' ain fr eoa i>, 
(f = ii-\- cosfr9j'. 



Nach (p, ij/, fr' aufgelost laaten die Gleichungen (7); 



r (j) sin ip + g 



s,,), 



1(9) 



^ (/j sin 9 + 3 cos tp), 
(j) coa tp — 5 sin tp). 



Man kann diese Gleichungen (7) und (9) natürlich auch durch 
elementare Zerlegung der unendlich kleinen Drehung in Komponenten 
finden, wie dies in den Büchern vielfach ausgeführt wird. 

Die Gleichungen (7) und (8) geben eine neue Darstellung fHr den 
Polhodie- und Herpolhodiekegel, welche freilich an Durchsichtigkeit 
den früheren nachsteht; die Gleichungen (9) sagen aus, wie sich die 
Parameter tp, ifi, fr beim Hinzutreten einer unendlich kleinen Drehung 
modifizieren; sie bilden einen Bestandteil desjenigen Differentialglei- 
chungssyatems, mit dessen Integration wir uns im vierten Kapitel be- 
schäftigen werden. — 

Wir haben im zweiten Paragraphen verschiedene Parameterayateme 

I (a, ß, y, S; Ä, B, C, D; tp, (!-, fr) aufgestellt, durch welche wir die 

jeweilige Lage des Kreisels bestimmten; andrerseits lernten wir in 

diesem Paragraphen gelegentlich der Betrachtung unendlich kleiner 

Drehungen Parametersysteme kennen, durch welche der jeweilige Ge- 

I tefavindigkeiissiistand des Kreisels charakterisiert wird. Eb sind dieses 

I in erster Linie die QrÖfsen p, q, r und *p', ili', fr'. — 

Wir können die genannten Gröfsen kurz als Geschmndigkdts- 

hoordinaten des Kreisels bezeichnen, u. zw, werden die p, q, r redit- 

winklige, die ^', tl/, fr' schiefwinklige Gcsekwindigkeitskoordinatfn zu 

nennen sein, weil wir bei Benutzung der ersteren den Drehnngavektor 

■ nach den rechtwinkligen Äsen X, F, Z, bei Benutzung der letzteren 
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nach drei im allgemeiuen achiefwinkligen Axen (nämlich der Figuren- 
axe, der Vertikalen und der Knotenlinie) in Komponenten zerlegen. 

Zwischen den beiden GrÖfsentripeln p, g, r und fp', i>', &' besteht 
noch ein weiterer wichtiger Unterschied: Die <p', t', #' sind die nach 
der Zeit genomvienen Differetttiidfpioiienien gettnsser Baut)i-{Winkei-)Ab- 
messungen, die p, g, r sind dieses nicht: oder: die Größen tpdt, ^'dt, 
&'dt sind exakte, dagegen pdt, qdt, rät unexahte Di/ferentiale. 

Wir erkennen dies etwa daraus, data die Werte der Zeitintegrale 



fpdt, jqdt, irdt 



von einer Anfangszeit t^ bis zu einer Endzeit i, erstreckt, nicht allfiin 
von der Anfangs- und Endlage des Körpers, sondern auch von seinen 
Zwischenlagen abhängen, was geometrisch evident ist. Dasselbe lehrt 
auch die Betrachtung irgend einer der zuletzt angeschii ebenen Glei- 
chungen. Nehmen wir z. B. die erste der Gleichungen (7): 

pdt = d& COR <p -\- dili sin Q sin <p. 

Soll hier die rechte Seite ein vollständiges Differential sein, so mülsten 

^ cos 9 j (^ HUI 9 ain D 

-i;r ""'' » 

denselben Wert haben, was ersichtlich nicht der Fall ist. 

Wir werden also sagen müssen: Die p, g, r sind nicht, wie die Gff- 
scliwindigkeitskoordinatcn x. y, z des eimdnen Massenpunktes, zeitliche 
Differentialguotienlen von Raumahtitessungen, sondern nur lineare Funktionen 
van solchen. Trotzdem sind aie in der Kreiseltheorie als Geschwindigkeits- 
koordinaten sehr geeignet und auch allgemein üblich. 

Wir können den tieschwindigkeitazustand natürlich noch durch 
beliebig viele andere, mehr oder minder geeignete, Parameter charakte- 
B., was gleichfalls bereits geschehen, durch die ürÖfaen 



digkeitskoordintiten" vor, während unsere p, g, r oder unsere ip', V', *' 
aU „independente Qeschwindigkeitskoordinaton" zu bezeichnen wären. 

Von hier aus gelangen wir sofort dazu, auch für den Fall des frei 
beweglichen starren Körpers Geschwindigkeitskoordinaten anzugeben. 
Wir haben zu dem Zwecke nur die Geschwindigkeit des Bezugspunktes 
einerseits (die Translationsge seh windigkeit) und die Bewegung um den 
Bezugspunkt andrerseits (die Rotationsgeschwindigkeit) je durch drei 
Parameter festzulegen. Die einfachsten und allgemein gebräuchlichen Ge- 
schwindigkeitskoordinaten des frei beweglichen starren Körpers werdeo 
hiemach die sechs Grölsen; 
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wo IT, j/, e wie am Ende von § 2 die rechtwinkligen Koordinaten des 
Bezugspunktes bedeuten. Indessen können wir den GeHchwindigkeits- 
zustand natürlich noch in sehr mannigfacher Weise durch andere sechs 
Gr Olsen charakterisieren. Je sechs solche Qrölsen mögen auch anf- 
gefafst werden als „Koordinateti der insianianen Bewegungsschraubf*', 
dnrch welche wir jede unendlich kleine Bewegung des freien starren 
Körpers nach § 1 charakterisieren können. 



§ 6. Das Beispiel der regulären Fräoeesioa. 

Als Beispiel für die vorangehende allgemeine Theorie behandeln 
wir eine besonders einfache Bewegung des Kreisels, welche wir in der 
Folge bei dem Studium komplizierterer Bewegungen stets zur Orien- 
tierung heranziehen werden, nämlich die regtdiire Präcessio«. Natürlich 
kann es sich hier nur um die kinematisdif. Seite dieser Bewegung 
handeln; ihre Ttinetische Untersuchung, d. h. die Beantwortung der 
Frage, ob und unter welchen Umständen sich bei einem gegebenen 
Ej-eisel eine reguläre PräcessJonabewegung einstellen kann, wird uns 
erst später beschäftigen. Wir wollen die Untersuchung zuerst geome- 
trisch im AnschluTs an den ersten Paragraphen dieses Kapitels, sodann 
analytisch im Anschluls an den vorangebenden Paragraphen führen. 

Die reguläre Praceasion definieren wir in der Weise, dals wir 
einerseits die Bewegung der Figurenaxe im Baume, andrerseits die 
Bewegung des Kreisels gegen die Figurenase angeben. Beide Teil- 
hewegungen sind im vorliegenden Falle so einfach wie möglich. Es 
dreht sich nämlich die Figurenaxe um eine feste Gerade des Saumes 
unier konstanter Neigung mit gleichförmiger Winkelgeschwindiglteit; gleich- 
seitig dr^t sich der Kreisel um die Figurmaxe gleichfalls mit gleich- 
förmiger Winkelgeschwindigkeit herum. Die feste Gerade des Raumes 
bezeichnen wir als die „Ase der Präcesaion"; wir denken uns dieselbe 
meistens der Einfachheit halber vertik&l. 

Die Drehgeschwindigkeit der Figurenaxe um diese Axe heifse w, 
die hinzutretende Drehgeschwindigkeit des Kreisels um die Figuren- 
axe (i; erstere bezeichnen wir auch speziell als die ,^Präcession8ge- 
schwindigkeit der Figurenaxe". Übrigens wollen wir, um bei der vor- 
läufigen geometrischen Behandlung Fall Unterscheidungen möglichst zu 
vermeiden, zunächst voraussetzen, dafs die Drehgeschwindigkeit ju, im 
Verhältnis zur „Präcessionsgeschwindiglieit" v sehr grofa ist, vrie es 
in den späteren Anwendungen thatsachLch die Regel sein wird, 



3 
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Unsere Einzeldrehungen ft und v kombinieren sich in jedem 
Momente zu einer resultierenden Drehung, welche durch ihre Winkel- 
geschwindigkeit, ihre Äse und ihren Sinn Gröfse, Richtung und Sinn 
des inatantaneii Drehungsvektors bestimmt. In den untenstehenden 
Figuren bedeutet OV die Äxe der Präceasion, OF die Figurenaxe, 




wobei wir die Bezeichnung ,,Figurenaxc" so wühlen können, dafs der 
Winkel zwischen V und OF nicht grÖlaer als ein Rechter wird und 
wo wir den Spezialfall, dafs dieser Winkel gerade gleich einem Rechtw» 
ist, vorderhand auaschlielsen wollen. Auf diesen Axen tragen wir bez. 
die Winkelgeschwindigkeiten ft und v in der pag, 11 festgasetzten Weifte 
ab. Wir unterscheiden zwei Fälle, je nachdem die Winkelgeschwindig- 
keiten _u und V gleichen oder eutgegengesetzten Sinn besitzen, je nach- 
dem also die zugehörigen Vektoren einen spitzen oder stumpfen Winkel 
einschliefsen. Im ersten Fall bezeichnen wir die Prücession ab yro- 
ffressive, im zweiten als retrograde. Machen wir nun die Parallelogramm- 
konstniktion, ao kommt in dem ersten Falle die Diagonale in den 
spitzen Winkel zwischen der Vertikalen und der Figurenaxe, im zweiten 
Falle aufserhalb dieses Winkels zu liegen. Im übrigen aber besitzt 
unsere Diagonale, da nach Voraussetzung die Teilvektoren fi und v 
während der Bewegung eine konstante Länge und eine unveränderliche 
relative Lage haben, in beiden Fallen eine feste Lunge und eine un- 
veränderliche relative Lage gegen die Vertikale wie gegen die Figurenaxe. 
Der Endpunkt des Drehungsvektors beschreibt also im Laufe der 
Bewegung, sofern wir seine Lage im Räume beti-aeiten, einen Kreis 
um die Vertikale; gleichzeitig durchläuft er, sofern wir von seiner 
Lage gegen den Kreisel sprechen wollen, einen Kreis um die Figurenaxe. 
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Mithin sind im Falle der regulären Pracession die Kurven der Pol- 
hodie und der Eerpolhodte einfacJie Kreise; iktncntsprechend werden die 
Kegel der Pothodie und der Herpolhodic, welche jene Kurven von 
aus pr<^isieren, geiiöhnliche Kreiskegd. Hinsichtlich der gegenaeitigen 
Lage dieser beiden Kegel konstatieren wir auf Grund der Figuren 5 
und 6 einen Unterschied: Bei der progressiven Präcession roUt der 
Polhodiekegel von aufsen, bei der retrograden von innen auf dem Serpol- 
hodiekegcl ab. 

Wir mögen noch aua der Parallelogrammkonatruktion einige ele- 
meDtargeometrische Folgerungen ziehen. Wir bezeichnen den Win'kel 
zwischen Figiirenaxe und Vertikalen, wie früher, mit ■&, Femer heifae 
der Winkel zwischen der instantanen Rotationsaxe und der Figuren- 
ase «, der Winkel zwischen der inatantanen Rotationsaxe und der 
Vertikalen v. Alsdann bestimmt u die OSnnng des Polhodie-, v die 
des Herpolhodiekegels. 

Bedeutet ß, wie früher, die Qrßfse der resultierenden Drehge- 
schwindigkeit, also die Länge der Diagonalen im Parallelogramm, so 
haben wir nach dem Pythagoräischen Lehrsatze: 
Q' = fi^ -(- v' + 2itv cos &. 
Femer ergiebt sich aus den beiden Dreiecken, in welche unser Parallelo- 
gramm durch die Diagonale zerlegt wird: 



Also 

(1) fi sin u = V sin v. 

Ein wichtiges Beispiel für retrograde Präceseion liefert unsere 
Erde. Die Erde spielt hier die Rolle des Kreisels; den Mittelpunkt 
der Erde denken wir uns bei der Bewegung fest. Der Vertikalen ent- 
spricht die Normale zur Ebene der Ekliptik. Die Erdaxe umkreist 
diese Gerade unftr der festen Neigung von rttnd 22%° in ca. 2ÖOO0 
Jahren einmal. Nehmen wir als Zeiteinheit die Länge eines Tages, 
80 wird 

(i an, V = ggg B6OO0' 
Aua der Gl. (1) ergiebt sich 
m sin»= ~^'°'' • 

*• ' Sßli «HOOO 



XUls-aoma 



I wird also eine sehr kleine GrÖfse, so dais wir s 

irfsld, EnlitlbtvsKung, 4 
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durch u ersetzen köunen. Da femer wie in Pig.6 f^# + m ist, so werden 
wir V durch 9 ersetzen dürfen. Der Herpolkodkltegel wird also sehr naJiezu 
ein Kreiskcgel uo» 23'/^° Wink^iiöffmint/. Wir fragen ferner nach der 
Gestalt des Polhodiekegeb. Statt seines Ööhungs winkeis geben wir 
lieber den Radius (r) desjenigen Kreises an, in welchem die Erdober- 
fläche von diesem Kegel geschnitten wird. Bedeutet R die Länge 

j n j j- *\ /d 40000000 ,, . 4 000 000 000 \ , , 

des firdradius*) [U^ — 5 Meter = 5 cm), so haben 

wir nach Gl. (2) 

2» , 366 . 26 000 

Ein kleiner, um den Nordpol beschrif^mer Kreis von 27 CT» Radius 
würde tüso die Spur des PoUtodieJcegels auf Ar Erddicrfläche sein. Die 
Präe«asionsbewegung der Erde können wir uns dadurch hervorgebracht 
denken, dafs ein entsprechend schmaler Polhodiekegel auf einem Her- 
polhodiekegel von ca. 23'/^" Winkel Öffnung von innen abrollt. 

Wie wir sehen, giebt die Poinsotsche Theorie der rollenden Kegel 
im Falle der regulären Präeession ein höchst anschauliches und präg- 
nantes Bild von dem Ablauf der Bewegung. Dementsprechend handelt 
auch Poinsot bei den Anwendungen seiner Theorie mit Vorhebe von 
dem Beispiele der regulären Piücession**). 

Wir behandeln jetzt die reguläre Präcession noch einmal analytisch 
auf Grund der im vorigen Paragraphen abgeleiteten Resultate, Zunächst 
übertragen wir die obige geometrische Definition unserer Bewegung 
ins Analytische, was mit Hülfe der Eulerschen Parameter <p, ^, # 
auf das Einfachste bewerkstelligt wird. 

Wir haben nämlich offenbar: 

(3) * = const. if/ ^ (il, ilr = vt. 

Die Komponenten des instautaneu Drehungavektors werden daraufhin 
nach Gleichung (7) des vorigen Paragraphen, wenn wir sie auf das 
im Kreisel fest« System bcKiehen: 

(4) p ^ V sin fr sin y, q ^ v sin & coa ip, r = (i -\- v cos fr 

und nach Gleichung (8) desselben Paragraphen, wenn wir sie für das 

im Räume feste System berechnen: 

(ÖJ n ^ n sin fr sin ^, x ^ — ß sin fr cos iji, p = ji -f- ^ cos fr. 

Diese Gleichungen zeigen zunächst wieder, daß Folfiodie- und Her- 
poUtodiekwrve in unserem Falle Kreise werden. In der That haben wir z. B. : 
p' + 2* ^ v* sin* fr '= coust., r = fi -i- V cos fr ^ eonst. 



*) Alles in randen Zahlen geruchnet, 
") Vgl, z, B. «eine Schrill: Tbiäorie des cönes t 
ZeiliK^hrirt ConnuiBünuce des tenips, 18ü3, 
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Di«? WinkelÖffDungbU der abrollenden Keg^l berechnen sieb, wenn i 
und V die oben angegebene Bedeutung haben, nach der Formelr 

(6) c " 



den Gleichungen (4) und (ft) zufolge liaben wir alao: 



(') 



ctg» = 






11 M und V «ler obigen Relation (1), 



I 



Natürlich genügen diese Werte 
wie man leicht nachrechnet. 

Wir geben jetzt eine aiisführlicfie Dishission der verschiedenen 
trwglicheti Falle regulärer Präcessionsbeweffung , indem wir dieselben nach 
den Werten von - klassifizieren. Die jetzt au gebende Einteilung sub- 
BOiniert sich dabei der früheren, in welcher wir, je nach dem — > oder 
< wai-, die Bewegung ala progressive oder retrograde unterschieden. 

Bei der folgenden Diskussion denken wir uns & als fest gegeben 
und zwar können wir, wie oben, voraussetzen, dals & nicht gröfser ala 
ein Rechter ist. Indem wir die Grenzfälle & = und # = — bis 
zum Schlüsse zurückschieben, nehmen wir für das zuntichst Folgende an: 

0<ft<|- 

Von den Winkelöffnungen « und v dürfen wir noch eine, etwa v, als 
spitzen Winkel rechnen. Gleichzeitig mit den Kegeln u und t' rollen 
nämlich auch die diametralen Eegel je — u und n — v auf einander 
ab. Wenn daher d > — , so können wir durch Übergang zu den Kegeln 
= ji — u und v' = X — V erreichen, dals v <i ~ wird. 
Das ganze Wertegebiet von - zerlegt sich fOr unsere Zwecke in 
vier Intervalle, welche durch die folgenden vier Grenzwerte 



- = 0, - = — co3#, - = - 



geschieden werden. 

Erster Grenz fall: 
Kreisel rotiert relativ z 



~ =^ + cxj. In diesem Falle ist ft = 0, d. h. der 
seiner Figurenase überhaupt nicht. Die Formeln 
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(7) zeigen gleichzeitig, dals u ^ 0. Der Herpolbodiekegel ist also 
unendlicli dUnn und di«^ inatantane Rotatiooaaxe fallt beständig mit der 
Vertikalen zueammen. /« unserem ersten Gremfaile führt der Kreisel 
eiyie gläckfonnif/e Botation von der Winkdgesdiwindigkeit v um eine (von 
der Fiffurenaxe verschiedene) feste Gerade {nämlicli die Vertikale) aus. 

Erstes Intervall: -f-oo>— >0. Im Innern unseres ersten Inter- 
vaUes haben v und ft gleiche Zeichen. Die ParallelogrammkoDstruktion, 
welche wir oben ausführten, zeigt dann, daTs die 
inatantane Rotationsaxe in dem spitzen Winkel 
zwischen der Vertikalen und der Figurenaxe liegt. 
Dementsprechend ergiebt sich aus den Gl. (7), 
daTs u and v kleiner als d* sind. Der bewegliche 
Kegd roUt achter auf dem festen von atifsen ab (vgl. 
Fig. 7). Wir werden diese Bewegung als epi- 
"'• '■ cykloidische bezeichnen. 

Zweiter Grenefaü: —^0. Bei abnehmenden positiven Werten 
von — erweitert sich der Heipolhodiekegel allmählich, während der 
Folhodiekegel sich verengert. In dem Grenzfalle - = ist der Polhodie- 
kegel unendlich dünn geworden; in der That ergeben die Gl. (7) in 
diesem Falle u = 0. Infolgedessen fällt die instantane Rotationsaxe 
beständig mit der Figur enaxe zusammen. Gleichzeitig steht wegen 
V = die Figurenaxe im Räume stiUe. Der Kreisel rotiert also mit der 
konstanten Winkelgeschwindigkeit [i um seine im Räume feste Figwenaxe. 
Intervall: > — > — cos &. Wenn — zu negativen 
Werten übergeht, beginnt sich der Folhodie- 
kegel wieder zu erweitem. Gleichzeitig tritt er 
ins Innere des Herpolhodiekegels ein. In der 
That ergiebt sich aus den Öl. (7) v>&. Der 
bewegliche Kegel rollt daher auf detn festen von 
innen ab (vgl. Fig. 8). Wir werden diesen Fall 
als ffypocghloi^enbeicegung bezeichnen. 
Dritter Gretizfall: - = — cos *. Wenn - den Wert — cos & 
erreicht hat, ist nach Gl. {!) v ^ ^ geworden, der Serpolhodiek^el also 
in eine Ebene ausgeartet. 

Drittes Intervall: — cos fl-> - > — -r-~ä' Wenn - weiter ab- 
nimmt, würde sich v > -^ ergeben. Nach unserer obigen Verabredung 
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haben wir dann zu den diametralen Kegeln a ~ u und a ^ v über- 
augehen, wodurch f < f und m > | wird. In dem dritten Intervalle 
roUt daher ein stumpfer PaOwdickegel auf einem 
spitzen HerpoUwdi^xgel von aufaen ab (vgl. Fig. 9). 
Wir wollen diese Art der Bewegung als anti- i 
cj/klaidiscJi bezeicbnen. 

Vierier Gremfaü: - = -^- Während 



- von — cos & bis - 



- abnimmt, flacbt sich 




der Polhodiekegel allmählich ab. Für den Grenzwert - 
er nach (7) in eine Ebene ausgeartet. 

Viertes Intervall: =>->■ — co. Bei weiter abnehmendem 

COB& fl 

- verengert sich der Polhodiekegel, so dals im vierten Intervalle wieder 
w < — ist. Gleichseitig umfafst der Polhodiekegel den 
Herpolhodiehegel von aufscn {vgl. Fig. 10). Die hieraus , 
sich ergebende Art des Abrollens wollen wir als Peri- 
cyJdoidetÜKwegnng bezeichnen. 

Der Grenzfall — =^ — oo schliesslich deckt sich 
f 

mit dem Grenzfalle — = + oo, mit dem wir diese 
fi 

Diskussion begonnen haben. 

Um unsere jetzige Einteilung mit der früheren 

in Beziehung zu setzen, fiigen wir das nachfolgende Schema bei, welches 

ohne weitere Erklärung verständlich sein wird: 

Retrograde , 




Peri- 



Anti- 



Hype 



Epi-Cyklotdenbewegung 



- COß * 







^-{.ö 



Es erübrigt nur noch ein Wort Ober die Grenzfälle & ^= und 
* = 2^ zu sagen, 

Wenn ■& = 0, fällt die Figurenaxe mit der Vertikalen zusammen, 
hat also eine feste Richtung im Räume und ist gleichzeitig Drehungs- 
axe. Der Kreisel rotiert mit konstanter Geschwindigkeit um diese Axe; 
die auf einander abrollenden Kegel sind beide unendlich dünn. Die Lage 
der Knotenlinie in der Äquatorebene ist unbestimmt, desgleichen die 
Werte von v und ft. 
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In dem (ludereii Grenzfalle # = v beschreibt die Figurenaxe die 
HorizoD talebene. Das zweite und rierte unserer obigen Interralle 
kommt dabei in Fortfall; die Bewegung ist entweder epi- oder anti- 
ct/kl-oidisch. — 

Wir aind auf dio reguläre Präcession um bo Heber eingegangen, 
weil una eine geringe Modifikation des Begriffes gestattet, jede beliebige 
Bewegung des Kreisels für einen bestimmten Zeitpunkt als eine (Jje- 
eignete Präcessionabewegung aTaf/.ufaasen. Die Modifikation des Be- 
griffes besteht darin, dafs wir von der regulären (oder gleichförmigen) 
Präcesaion zn einer gleich formt (] hcsddeuniglen PrÜccssUm Qbergehen. 
Wir Terateben darunter eine Bewegung, welche sich hinajchÜich der 
succeasiven Richtungen der Drehungsase ebenao verhält, wie eine 
regidäre Präcession, welche sich aber hinsichtlich der GrÖfee der 
Drehung dadurch von jener unterscheidet, dafs diese Gröfae propor- 
tional mit der Zeit anwächst. Die Kegel der Polhodie und Herpol- 
hodie sind bei dieser Bewegung wieder einfache Kreiskegel; dagegen 
sind die entsprechenden Kurven keine Kreise, sondern spiralförmige 
Linien, welche sich mit immer weiter werdenden Windiuigen um die 
Kreiakegel herumziehen. 

Sei nun eine beliebige Bewegung durch ihre Polhodie- und Her- 
polhodie-Kögel und Kurven gegeben. Wir haben im eraten Paragraphen 
gesehen, dafs wir jede Bewegung des Kreisels für den einzelnen Äugen- 
blick durch eine einfache Rotation um die instantane Drehungaaxe er- 
setzen können. Biese ersetzt die geg^me Bewegung sowohl hinsichäieh der 
Geschwindiykeitsrichtung me kinsichtlkh der GeschwindigkeitsgrÖfse eUler 
eimelncn Massenpunkle des Kreisels f^ einen bestimmten Zeilpunkt, oder, 
wie wir sagen können, sie approximiert aie von der ersten Ordnung. 

In entsprechender Weise behaupten wir: Durch eime gleichförmig 
beschleunigte Präccssioti ki'mnen tcir jede beliebige Bewegung des Kreisels 
nach Richtung iMd Grofse der Bewegung von der zweiten Ordnung 
d. h. in zwei benachbarten Zeitmomenten approximieren. 

Um dieaea einzusehen, konstruieren wir uns zu den gegebenen 
Kegeln der Polhodie und Herpolhodie diejenigen Kreiakegel hinzu, 
welche jene längs der instantanen Drehungaaxe oskulieren. Wir können 
sie ala Krümmtingskegel bezeichnen, da sie fllr uns genau dieselbe EoUe 
spielen, wie die Krümmungskreise in der Kurventheorie. Wir betrachten 
femer die Polhodie- und Herpolhodiekurve der gegebenen Bewegung. 
Diese bestimmen mittelst der Richhmg, in welcher sie durch den End- 
punkt des iustantanen Drehungsrektors hindurchlaufen, eine bestimmte 
AndcrungsgcBcbwiudigkeit fllr die Länge des Drebungavektors In dem 



§ 7. Esicnn fiber die Qnatemionentheorie. 55 

betrachteten Zeitpunkte. Wir konstruieren uns nun auf Jen Krüm- 
mungskegeln je eine neue Polhodie- und HerpolLodieki.irve, welche die- 
selbe Anderungageschwindigkeit konstant aufweist. Die so entstehenden 
Spiralkunen berühren die Polhodie- und Herpolhodiekurve der gegebenen 
Bewegung in dem betrachteten Zeitpunkte. Wickeln wir min die beiden 
Krümmungskegel so aufeinander ab, dafa die Drehgeschwindigkeit in 
jedem Momente der durch uuaere Polhodie- oder Herpolhodiekurve be- 
stimmten Länge des Drahungsvektors proportional ist, so erhalten wir 
eine gleichförmig beschleunigte Präcessiou, welche die gegebene Be- 
wegung sowohl hinsichtlich der Geschwindigkeitsrichtung wie der Ge- 
echwindigkeitsgröfee sämmtlicher Kreiselpunkte von der zweiten Ord- 
nung approximiert. In der That stimmt die Lage und GrÖfse des 
Drehunga Vektors bei der vo »gegebenen Bewegung und bei unserer 
gleichförmig beschleunigten Priicession in zwei benachbarten Zeit- 
momenten überein. 

Wenn es uns nur darauf angekommen wäre, die Geschwindigkeits- 
riektimg der wirklichen Bewegung wiederzugeben, wenn wir also von 
der Geschwindigkeit^rö/se absehen wollten, so hätten wir schon mit 
einer r&fulären Präcession auskommen können, welche sich aus irgend- 
welcher gleichförmigen Abwickelung unserer Krümmungskegel ergiebt. 
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Wir können dieses Kapitel nicht schlielsen, ohne auf den Zusam- 
menhang hinzuweisen, in dem die vorhergehenden Erörterungen mit 
der Theorie der Hamiltonschen Quatemionen stehen. Trotzdem diese 
Theorie nicht mehr jung ist*), gehen die Ansichten über ihren Wert 
bis heute stark auseinander. Der Grund hiervon dürfte darin zu 
suchen sein, dafs die Vertreter der Quatemionentheorie ihre Lehren 
meistens einseitig und mit einem metaphysischen Anfluge behaftet dar- 
stellen, wobei die einfache geometrische Deutung, welche man den Opera- 
tionen ihres Kalküls geben kann, nicht immer genügend hervortritt. Wir 
hoffen in dieser Hinsicht durch die folgende Darstellung, welche sich dem 
Vorangehenden ungezwungen anpafst, zur Klärung der Ansichten einen 
Beitrag liefern zu können, und thun dieses um so lieber, als die Quater- 
nionentheorie, wie vrir unten sehen werden, als speziellen Fall die 
sog. Veklorenrechmmff umfaTst, und ala letztere für viele Probleme der 
modernen Physik ein bequemes und allgemein übliches Ausdrucksmittel 



*) HamiltonB grundlegendes Werk; Lecturea on QaatemionB stammt aiu 
dem Jahre 1853; 1866 folgten die Elements of Quat^mioDB (deutsch son tilan). 



(J9 I. Kinenuitik dei Kieueb. 

geworden ist, von dem wir selbst mannigfach en Gebrauch machen 
werden. — 

Als „Quatemionengröfeen" haben wir früher vier Parameter A, S, 
C, D bezeichnet, welche wir bei der aniJytischen Darstellung der 
Drehungen um einen festen Punkt einführten. Es sind dieses spezielle 
Fälle derjenigen Grofeen, welche wir weiterhin mit A, B, C, D b&- 
zeichnen werden. Um zu letzteren zu gelangen, machen wtr folgende 
Überlegung: 

Wir betrachten eine Operation, welche sich aus einer Drehmu) um 
und eitiPT ÄhnlichkeUstransformatüm mit dem Zentrum ematumensetst. 
Die Drehung ist durch die Richtung der Drehungsase und die GrÖlse 
des Drehungswinkeb bestimmt und möge wie früher (vgl. pag. 36) durch 
die Winkel a, h, c und charakterisiert werden; der Ähnlichkeita- 
transformation kommt ein gewisses Vergröfserungsverhältnia zu, welches 
wir mit T bezeichnen wollen. Für die so entstehende zusammengesetzte 
Operation schlagen wir den abkürzenden Ausdruck Drehstrechmg vor. 
Durch unsere Drehstreckung wird jeder Punkt XYZ in einen Punkt 
xys übergeführt. Die Beziehung zwischen den Koordinaten beider 
Punkte ist ganz ähnlich wie im Falle der reinen Drehung. Wir haben, 
nachdem wir aus XYZ durch die Drehung einen Punkt sfy's erhalten 
haben, nur noch die Koordinaten des letzteren mit dem Vergröfeerungs- 
verhältnissö T zu multiplizieren, um zu dem Punkte xyz zu gelangen, 
welcher das Resultat der DreJtstrecktmy darstellt. Infolgedessen vrörde 
in dem Drehungaschema von pag. 22 zu jedem Koeffizienten der Faktor 
T hinzuzufügen sein. Wir können aber auch jenes Schema direkt als 
Ausdruck der Drehstreckung ansehen, wenn wir die Bedeutung der 
Parameter A, B, C, D ein wenig gegen früher abändern. Wir defi- 
nieren nämlich (im Gegensatz zu den Gl. (14) von pag, 38) die A, B, C, D 
jetzt durch die folgenden Ausdrücke: 

A=yT'^mjeoaa, 

B = V^sin|cos6. 

C =-KJ8in|coBc, 

Die Transformationsformeln der Drehstreckung sind daraufhin i 
mit dem früher angeschriebenen identischen Schema enthalten: 
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D'+A'-B'-C 


2{AB—CD) 


2(AC+BD) 


9 


t(,ÄB+CD) 


C-^'+B'-C 


3(B0—ÄD) 


a 


2(40— BjD) 


2{BC + AD) 


D'-A'-B'+C 



Der Unterschied zwischen der jetzigen und der früheren Definition der 
Ä, B, C, D besteht darin, dafe diese Gröfsen jetzt /"m veränderliche 
Parameter sind, während sie fiölher durch die Relation von pag. 21 



(3) 



A^ -\- B^ -\- C^ -\- D'' 



-.1 



verbunden waren. Wir können sagen: Zu federn beliebig vorgey^enen 
Wertsystem A, B, C, D gehört jetzt eine bestimmte ßrehstreckung. Den 
Definitionsgleichungen (1) zufolge berechnen wir nämlich aus den ab- 
soluten Werten der A, B, C, D das VergrÖfserungaverhaltnis der 
Drehstreckung zu 
(4) ^' + £" + C'= -\-D*=T, 

wUirend sich aus den Verhältnissen A : B:C: B Äxe und Drehungs- 
winkel der Drehatreckung eindeutig ergeben. 

Umgekelirt gehört auch zu jeder Drehstreckatig ein ganz bestimmtes 
Tarametersystem A, B, C, D, vorausgesetzt, dafa wir uns den Drehungs- 
winkel a nicht nur echlecbtneg, d. h. modulo 2ii gegeben denken, 
sondern dafs wir, wie oben verabredet, auch — in bestimmter Weise 
modale 2r festlegen. 

Wir fragen sodann nach den Formeln för die Zasammensetawug 
eumer Drehstreckungen. Sei eine erste Drehstreckung durch die Para- 
meter A, B, C, D, eine zweite durch A', B', C, IX gegeben. Das 
Resultat beider werde mit Ä", B". C", B" bezeichnet. Offenbar be- 
kommen wir die resultierende Drehstreckung, indem wir die zugehörigen 
Drehungen einerseits, die Streckungen andrerseits einzeln zusammen- 
setzen. Die Formeln für die Zusammensetzung zweier Drehungen haben 
wir pag. 33 in den Qaatemionengrölsen angeschrieben. Die Zusammen- 
^ Setzung zweier Streckungen geschieht nach der einfachen Formel 

I Hi 
■ de 



T" = T T. 

Hithin lauten die Zusammensetzungsformeln för Drehstreckungen bei 
der neuen Bedeutung der Parameter A, B, C, D formal genau ebenso 
die für Drehungen. Wir haben: 



(5) 



I, Einenuttäk äet Kraaelii. 



[ A" = Aiy -{■ BC" - CB' + DA', 

I B" = - AC- -f Bi/ + CA' + DB', 

C" = AB' — DA' + CJy + DC, 



\ D'- 



DD — AA' 



- BB' - CC. 



Wir betrachten nun die vorangehenden Fonneln im Lichte der 
Quatemionentheorie. Als ursprüngliche Definition des Wortes Quatemion 
legen wir unaem Begriff der Drebatreckung zu Grunde: Eine Qaal^^ion 
hedeukt nicJils anderes als die Operation der Drehstrechutuj. Sie iat ein- 
deutig bestimmt durch die Grölse der Streckung (T), durch die Axo 
der Drehung [a, b, c) und die Gröfee des halben Drehungswinkels (^)* 

Der Quatemion kommen hiemach vier „Komponenten" A, B, C, D 
zu. Um letztere auch äuiserlich als etwas Zusammengehöriges erscheinen 
zu lassen, fasseu wir sie mittelst „dreier imaginärer Einheiten" i, j 
lind k in einen symbolischen Ausdruck zusammeii. Wir schreiben hier- 
nach die Quatemion als eine „viergliedrige komplexe Zahl" folgender- 
mafsen : 
(6j Q = iA-\-jB-\-hC+D. 

Die Einführung der imaginären Einheiten i,j, k iat von unserem 
Standpunkte aus natürlich etwas rein konventionelles; sie dient lediglicli 
dazu, die Parameter A, B, C, D gewissermafsen als benannte Gröfsen 
erscheinen zu lassen. Bei ihrer ursprünglichen Einführung durch 
Hamilton lag die Sache anders. Hamilton ging darauf aus, die 
gewöhnlichen komplexen Zahlen zu verallgemeinem. Deshalb war för 
ihn die obige Schreibweise etwas wesentlicheres. 

Wir erwähnen zunächst einige Kunstausdrücke. Die GrÖläe T 
bezeichnet man nach Hamilton als den Tefisor rfrr (^tatemwn. Hier- 
nach können wir sagen: Eine gewöhnliclu: Drehung ist eine Einheits- 
quatemion (d. h. eine Qiiatemio», vom dfm Tensor 1). 

Ferner bezeichnen wir den unbenannten Term D in dem Aua- 
dmcke (6) als den skalaren Teil der Quatemion. Dem Terme D kommt 
nämlich eine gewisse numerische Oröläe Y't cos zu, welche sich durch 
Messung auf irgend welcher Skala festlegen läfat und keine besondere 
Orientienmg im Räume besitzt. Sodann heifst der benannte Term 
iA -^ jB -\- kC der vektorieUe Teil der (^tateniion. Dieser Term hat 
nämlich den Charakter eines Vektors, da ihm gleichzeitig eine gewisse 
Äse (gegeben durch die Winkel a, b, c) und eine gewisse Gröfse 
(gegeben durch das Produkt V'^^in^l zukommt, 

Betrachten wir noch speziell eine Quatemion, welche aich auf 
ihren vektoriellen Teil reduziert. Es ist dieses nach den Gleichungen 
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(1) eine Drehatreckimg von dem Drehungawinkel «0 = 31; aie besteht 
auB einer Streckung und einer Umklnppung de.s Raumes um die Axe 
a, h, c. Wir wollen dafür das Wort Wendcstrechiuff bemitzen. Andrer- 
seits besitzt eine solche Quaternion durchaus den Charakter eines 
Vektors; ihre Komponenten A, B, C sind direkt die Komponenten 
einer auf der Axe a, b, c aufgetragenen Strecke von der Länge YT. 
Wir können also sagen: Vektoren Iref-en in der Qtmlemionentlicoric als 
Wendestrvckungen auf. 

Einen Vektor { V) liefert uns z. B. die Verbindung eines beliebigen 
Punktes i^XYZ) mit dem Anfangspunkte 0. Als Wendestreckung auf- 
gefalst können wir ihn so darstellen: 
(7) V=iXJrjy ^kZ. — 

Bei der Einführung der Quatemionenbezeichnung besteht nun 
weiterbin die Absicht, mit den symbolischen Ausdrücken von der 
Form (6) Rechnungen vorzunehmen, ähnlich wie mit den gewöhnlichen 
komplexen Zahlen. Vorbedingung hierzu ist, dafe man Regeln für das 
Rechnen mit Quatemionen festsetzt. An sich könnten solche Kegeln 
natürlich willkürlich angenommen werden. Indessen wird man zweck- 
mässige rweitie darauf ausgehen, den Qiiatemionenkalkul so einzurichten, 
dafe er sonst übliche Operationen umfaist. 

Wir definieren in diesem Sinne zunächst die Addition der Qua- 
temionen, die fiir uns allerdings nur beiläufig in Betracht kommt. 
Dabei lassen wir uns von dem Prinzipe leiten, dafe die Addition der 
Quatemionen in dem speziellen Falle der Wendestreckimgen mit der 
gewöhnlichen Addition der Vektoren, d. h, mit der Parallelogramm- 
konstruktion zusammenfällt. Alsdann liegt folgende Festsetzung nahe: 

Man addiert zwei Quatemionen, indem tnan die skalaren TeHe einer- 
mts, die veklori^len andrerseOs für sich addiert, erster« im gewöhnlichen 
algebraischen Sinne, letztere nach der Hegel der yeomelrischen Addition. 
Ist also neben Q (s. Gl. (6)) eine zweite Quatemion 

(/ = iÄ-\-jB'-\-kC' + D' 
gegeben, so bedeutet ihre Summe (^' die folgende Quatemion 

«"-«+«' = :(Ä + Ä')+j(B+B-) + h{C+C"t + (D+ IT}. 
Dies Verfahren kann übrigens auch als Verallgemeinerung der Addition 
der gemeinen zweigliedrigen komplexen Zahlen angesehen werden. 

Sodann definieren wir ein Verfahren zur Multiplikation der Qua- 
temionen. Das Prinzip, welches uns hierbei leiten wird, soll die geo- 
metrische Vorstellung der Drehstreckungen sein. Wir setzen fest: 

Man multipliziert zwei Quatemionen, indem man die zutjehÖrigen 
Drehstreckungen nach den friUieren Regeln zusammensetzt. 
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Ist also Q eine erste, ^ eine zweite Quatemion, so soll ihr 
Produkt 

<J" = QQ' 
XU Komponenten gerade diejenigen Grö&en A", B", C", D" haben, 
welche durch die Gleichungen (5) beatimmt werden. Da in diesen 
Gleichungen die Komponenten von Q und ^ in unsynimetri acher Weise 
vorkommen, so wird dos Resultat der Multiplikation von der Reiben- 
folge der Faktoren abhängig sein. Daher der Satz: 

Dk Multiplikation der Quatemionen ist keine homtmUaUve Operation. 

Dieser Satz ist in unserer Auffassung ein unmittelbarer Ausfluls 
der mehrfach hervorgehobenen Thatsacbe, dafs bei endlichen Drehungen 
das Resultat mehrerer Drehungen von der Reihenfolge der Teil- 
drehungen abhängt. 

Wir können dem somit festgelegten Multiplikationsgesetze noch 
einen anderen bemerkenswerten Ausdruck geben. Führen wir nämlich 
das Produkt QQ' rein formal aits, wie wenn es sich um die Multipli- 
kation gewöhnlicher mehrgliedriger algebraischer Ausdrücke handelt, 
80 treten dabei Terrae mit den Faktoren i*, y,j'*,.., auf. Soll nun der 
80 erhaltene Ausdruck mit dem obigen Produkte Q" übereinstimmen, 
BO mOssen wir über die Bedeutung jener Faktoren folgendes festsetzen. 
Es sä: 

(8) i'=j'-l'--i, 

(9) ij- *, jt- i. fti- 3 
and 

(10) ji--h, ti~-i, ih~-j. 

Alsdann fuhrt die formale Ausrechnung des Produktes QQ' genau auf 
die Gleichungen (5) zurück*). 

Bemerken wir noch, dafs die vorstehenden Gleichungen (9) und (10), 
welche übrigens nicht von einander unabhängig sind, die Nichtrer- 

•) Übrigens sind die ZuaaniinenHetmngaformeln (6) und also die UiiJtipli- 
kationflformeln der Quaternioneu, wenigsteiiB im Falle T -^ 1, im Prinzip schon 
vor Hamilton tiekaont gewesen; sie decken sich mit den Formeln, welche 
Eodriguei in l.iouville's Journal (1. eir.) V, 1B41 f9r die ZusamtDenaetxung der 
Drehungen angegeben hat. um die« einzusehen, fflhre man xtatt der Quater- 
nionenlcomponeuteu «elbst ihre Verhältnisee ein durch die Proportion 

A: B -.C: B ^l: lt:v:l. 
Diese OrOfsen I, fi, v kommen zur Bezeichnung der einzelnen Drehung schon bei 
Euler vor; sie werden (im Gegensatz zu den <p, tp, 9) a!s Eulere lymmetrische 
Drehungsparameter bezeichnet. Schreibt man nun die Gleichungen (6j in die X, fi, v 
um, indem man mit der letzten dieser Gleichungen in die vorangehenden hioein- 
dividiert, so ergeben sich die Formeln von Rodrigues, 



tauschbarkeit der Faktoren eines Quatemionenproduktea von neuem 
in Evidenz setzen. Offenbar können wir die Einheiten i, j und k 
ihreraeitB als spezielle Quaternionen auffassen und zwar geometrisch 
als Wendestreckungen vom Tensor 1, d. h. als Umklappungen bez. um 
die X. y und e-Axe. Die Formeln (8), (9) und (10) ergeben sich dann 
leicbt geometrisch, allerdings zunächst nur bis auf das Vorzeichen. 
Sie sagen nämlich einfach aus: Das Resultat zweier Umklappungeu 
um dieselbe Axe ist die Identität; zwei Umklappungen um zwei zu 
einander rechtwinklige Äxen ergeben eine ümklappung um das gemein- 
same Lot der beiden Axen. Wünscht man auch das Vorzeichen richtig 
zu treffen, so muTs man nach pag. 36 u. ff. von der Betrachtung des ganzen 
za der des halben Drehungswinkels übergehen. Alsdann erkennt man: 
Es wird t* = — 1 , weil es sich bei f um eine volle Umdrehung 
handelt, deren halber Drehungswinkel modiUo 2it gleich x (und nicht 
gleich Null) ist. Übrigens erinnern die Formeln (S) an die Gleichung 
i* = — 1 aus der Theorie der gewohnlichen komplexen Zahlen. — 

Etwas näher gehen wir speziell auf die Multiplikation der Wende- 
streckungen, d. h. auf VektormprodtiMe ein, deren Benutzung uns später 
gelegentlich gute Dienste leisten wird. Gegeben seien zwei Vektoren 
V und v durch die Koordinaten ihrer Endpunkte x, y, e bez. x, y', e. 
Wir bilden dann 

vv- = {ix + jy + ke) {ix'\^3y- + ks). 
Die Multiplikationsregeln (8), (9) und (10) liefern als Resultat eine 
Qnatemion, nämlich 

vv = i{y^ — sif) -\- 3{ex — xz) -\- k{xy' —yx) 
— ixx'-\-yy'-\-B!!'). 

Wir betrachten den skalaren und den vektoriellen Teil der so 
erhaltenen Quatemion einzeln. Den ersteren, negativ genommen, nennen 
wir das skalare Produkt der Vektoren v und v (in Grassmanns Ter- 
minologie als „inneres Produkt" zu bezeichnen); der letztere heiJse das 
vektorielle Produkt (gleich Grassmanns „äulserem Produkte"). Das 
akalare Produkt möge durch das Zeichen S(v,v'), das vektorielle durch 
F(t>, v) charakterisiert werden. 

Skalares und vektorielles Produkt lassen sich so fassen, dafe sie 
eine von der Wahl des Koordinatensystems, in welchem wir x, . . . 
und x', . . . messen, unabhängige Bedeutung haben. Es folgt dieses 
sofort aus ihrer Einführung als Zusammensetzungsr&sultat der beiden 
Wendestreckungen; wir erkennen es aber auch auf Grund ihrer un- 
mittelbaren geometrischen Bedeutung. J)as skalare Produkt ist nämlich 
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gleich dem ProditH aiis iler Länffe von v in die Frojek/ion von r auf v, 
wie unmittelbar aus der Formel 

(11) S{v,v}^xx' + jfy-i-^/ 

hervorgeht. Das vektorietle Produkt ist sähst ein Vektor, welcher senk- 
recht auf V und v nach derjenU/en Seile hin errichtet ist, von der aus 
gesehen v auf kürzestem Wege durch eine Drehung im Sinne des Uhr- 
zeigers in v übergeführt wird; die Länge dieses Vekioj-s ist gleicti dem 
IrüiaUe des aus v und v zu konstruierenden Parallelogrammes. Auch 
dieses wird man ohne Schwierigkeit auf Grund der Formel 

(12) V{v, v') = i{i/s - zf) -f- j(_zx—xz) + k{xy - yx) 
Terifizieren. — 

Wir gehen ferner darauf aus, auch die Gleichungen (2) unter die 
formale Operation der Quatemionenmultiplikation einzubegreifen. In 
den Gleichungen (2|, können wir s^en, werden zwei Vektoren 

« = ix -j-j/y + ks 
und 

V~iX+}Y+kZ, 
welche bez. durch Verbindung des Punktes x, y, z und .X, Y, Z mit O 
eatatehen, mittelst der Drehstreckung 

Q = iÄ-irjB->rkC-irD 
zu einander in Beziehung gesetzt. Dabei nehmen wir in Übereinstim- 
mung mit den den Gleichungen (2) zu Grunde liegenden Vorstellungen 
an, dafs die Richtung von v zur Richtung von V so liegt, dafs erstere 
in letztere durch die in Q enthaltene Drehung übergeführt wird, und 
femer, dafs die Länge von V zur Länge von v aieh so verhalt, dais' 
erstere in letztere durch die in Q enthaltene Streckung fibergebt. Ist 
also T der Tensor von Q und nehmen wir, was betjuem ist und keine 
wesentliche Einschränkung bedeatet, die Länge von V gleich 1 an, so 
wird die Länge von « gleichfalls T sein. Wir fassen nun im folgenden 
nicht nur Q, sondern auch v und V als Oj^erationen, letztere natfirlich 
als Wemies^eckungen, auf Dann gelangen wir zu den Gleichungen 
(2) im AnschluTs an bekannte Vorstellungen der Gruppentheorie sehr 
elegant auf folgendem Wege: 

Wir markieren uns die von auslaufenden Axen der Wende- 
streckungen 11 und V und der Drehstreckung Q. Das Objekt, auf 
welches die Operationen v, V und Q auszuüben sind, repräsentieren 
wir — ähnlich wie gegen Ende von § 3 ^ — durch eine um gelegte 
Einbeitakugel. In der Anfangslage möge sie mit E bezeichnet werden. 
Auf dieses Objekt üben wir zwei Serien von Operationen aus, welche 
zu demselben Resultate führen werden. 
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1) Wir unterwerfen K der Wende Streckung «, wobei K einerseits 
um die Axe von v umgeklappt und andrerseits im Verhältnisse von 
T: 1 vergröiaert wird. Die so entstehende Kugel vom fUdiua T nennen 
wir {K)v. Darauf machen wir die Vergrölserung der Kugel wieder 
r&ck^ngig, indem wir auf (K)v eine Atnliehkeitstronsformation T"' 
vom VergröfsenmgBverhältnisse 1 : T ausüben. So entsteht wiederum 
eine Einheitskugel, die wir mit (K)vT-' bezeichnen. Wir hätten 
übrigens (K)v T~^ auch aus K durch eine blofse Umklappung um die 
Richtung von D erhalten können. 

2) Andrerseits unterwerfen wir K auccessive der Drehstreckung Q, 
der Wendestreckung V und der „inversen Drehstreckung ^•". unter 
letzterem Worte verstehen wir diejenige Operation, welche die Opera- 
tion Q gerade rückgängig macht. Diese Drehstreckiing Q~^ hat die- 
selbe Axe wie Q, bewirkt dieselbe Drehung, nur im umgekehrten Sinne, 
ond die reciproke Streckung --- ■ Insbesondere führt sie die Richtung 
von V in die von i; über. 

Durch die Drehstreckung Q geht nun K zunächst in eine Kugel 
(K)Q vom Radius Tüber, wobei insbesondere diejenigen Punkte, welche 
ursprünglich auf der Axe von v lagen, in die Axe von V zu liegen 
kommen. Sodann nehmen wir die Wendestreckung V vor. Hierdurch 
wird {K)Q in eine Kugel {K)QV v«rwandelt, welche gegen {E)Q 
um die Axe von V durch zwei Rechte verdreht ist und denselben 
Radius wie {K)Q besitzt. Endlich fügen wir die Drehstreckung Q-^ 
hinzu. Diese Operation möge der Deutlichkeit halber sowohl auf 
{K)QYviiie auf (K)Q angewandt werden. Dabei entstehen aus {K)QV 
bez. (K)Q zwei Einhe itakugeln, welche bez. {K)QVQ-' und iK)QQ-^ 
heifsen mögen. Offenbar ist (K)^Q~' mit der Ausgangskugel K 
identisch. Wir behaupten aber ferner, dafs (K)QVQ~^ mit unserer 
früheren Kugel {K)vT-^ nach Grölse und Lage Übereinstimmt, In 
der That: durch die Operation Q~ ' wird die gegenseitige Lage der 
vorher mit (K)Q und {K)QV bezeichneten Kugeln nicht geändert. 
Wenn abo (K)Q in K übergeht, verwandelt aieh {K)QV in eine 
Kugel, welche aus K durch eine Umklappung um diejenige Äxe ent- 
steht, in welche die Axe V durch die Operation ^' übergeht, d. h. 
durch eine Umklappung um die Axe von v. 

Durch dieselbe Umklappung haben wir aber vorher {K)vT~' aus 
K erzeugt. Die unter 1) und 2) genaimten Operationen führen also 
wirklich zu demselben Resultat d. h. sie geben, zusammengesetzt, die- 
selbe Drehungsase und denselben Drehungswinkel. Letzterer ist dabei 
zunächst nur modulo 2n bestimmt. Uro zu sehen, dafs der Drehunga- 
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Winkel auch modulo 4a derselbe ist, machen wir eine kleine Konti- 
nnitätsbetrachtung. Wir lassen nämlich den zur Quatemion Q ge- 
hörigen Winkel "- von Null bis zu seinem definitiven Werte wachsen. 
Sieberlich geben im Falle t^ = f* unsere Operationen I) und 2) mo- 
dulo 4w denselben Drehungswinkel. In Folge desBen wird das Gleiche 
auch bei stetiger Zunahme von -- stattfinden. Diese Kontinuitäta- 
betrachtung ist deshalb nötig, weil wir sonst in den folgenden Formeln 
unbestimmte Vorzeichen haben würden. 

Die Gleichheit der Operationen l) imd 2) drücken wir durch die 
symbolische Gleichung aus: 

{KjvT-'-(K)QrQ->, 
oder, indem wir von dem Objekte K absehen und nurmehr auf die 
Operationen achten: 
(13J vT-'^QVQ-'- - 

Bemerken wir noch, dafs die beiden Operationen vT~^ und I'' den- 
selben Tensor (1) und denselben Drehungswinkel (re) besitzen, und dalä 
sich unsere Überlegung auf irgend zwei Dreh Streckungen von überein- 
stimmendem Tensor und Drehungswinkel ausdehnen läfst, deren Ajcen 
mittelst Q in einander übergeführt werden, — 

Die Gleichung (13) kann n*in ihrer Ableitung nach nichts anderes 
aussagen, wie die Gleichungen (2); sie muTs den Zusammenhang zwischen 
den Komponenten x, y, z und X, Y, Z von v und V aussprechen. 
In der That wird man, wenn man sich die Mühe nehmen will, die 
Quaternionenprodukte rechts wirklich auszurechnen, und wenn man die 
Faktoren von i, j und k rechts und links einander einzeln gleichsetzt, zu 
den Gleichungen (2) zurückgeführt*). Die Umrechnung ist aber ziemlich 
umständlich. Wir wollen daher folgenden einfacheren und fiberdiea 
instruktiveren Weg einschlagen. 

Wir fügen in (13) rechts und links die Operation Q hinzu, wo- 
durch nichts geändert wird. So erhalten wir 

(14) vT-^q = qv. 

Jetzt berechnen wir mit RDcksicht auf (9), (10) und (11): 
«K-(i4+ja + tC+Z))(iX+j7+iZ) 

— (AX+BY-\-CZ). 

•) Dies bemerkt Caylej PhUoa, Magazin. Bd 26, 1846; Tgl. Qea W. Bd. 1, 
pag. ISS, wo die Gl. (13) xum ersten Male auftritt. 



5 7. Eiturs fiber ilip QnaterniouenUiftone. 65 

Ebenso ergiebt sich: 
vQ = (ix-i-jy + kg) {iÄ-^jS 4- ftC + D) 

= i(Dx-\-Cy—Be) -^Ji—Cx+Dy + Az) + kiBx-Ay + De) 
~-{Ax + By-\-Ci!). 
Die Gleichung (14) zerlegt sich daher in folgende vier Gleichungen: 
^( Dx-i-Cy-Be)= DX — CY+BZ, 



(15) 



~(-^Cx-\-Dy + Az)= CX + DY—AZ, 
y{ Bx — Ay-\'Dx)= — BX-i-AY-i-DZ, 



U Ax + By-^C,) = 



AX+BY-^CZ. 



Diese Gleichungen besitzen eine merkwürdige Struktur; in den drei 
ersten bilden nämlich die Koeffizienten auf der rechten und linken Seite 
je eine schiefe Determinante, wobei noch die Horizontalreih en der 
einen mit den Vertikulreihen der anderen Determinante ubereinatimmeii. 

Es ist mm ein Leichtes, von den Gleichungen (15) zu den im 
Schema (2) enthaltenen Gleichungen zu gelangen. Wir lösen die Glei- 
chungea (15) beispielsweise nach 3'- auf, indem wir sie der Reihe nach 
mit B, — C, B, A multiplizieren und addieren; der Koeffizient von x 
wird dabei 



:r(D«-i-C* + B" + ^") = 



1, 



nührend die Koeffizienten von y und e gleich N^ull werden; wir er- 
halten schlielslich: 

x = (D*— C -. B^ + ^*) X + 3(AB^CD) Y + ^(BB -\- AC) Z. 
Dies ist aber eine der in (2) enthaltenen Gleichungen. In entsprechen- 
der Weise findet mau die übrigen. Wir können also sagen: 

Die Trnnsformationsglcichiingen (2) sind rom SUmdpunkte der Qua- 
temionenthiwie nur eine antl&'c Sckrcihreise der selbstverständlichen 
Rdaiion (13). 

Wie man sieht, fahrt unsere geometrische Definition der Dreh- 
atreckungen zu einer vollkommen klaren begrifflichen Auffassung des 
Quatemionenkalkuls. Sie hat Überdies den Vorteil, das AnwendmufS- 
gebiet der Quafemianen klar zu umgrenzen. Ähnlich wie in der letzten 
Betrachtung, werden die Quatemionen dann am Platze sein, wenn man 
für die Zusammensetzung von Drehungen und Streckungen einen hand- 
lichen Algorithmus zu haben wünscht. Wir können diese Operationen 
als Operationen der sog, „Hauptgruppe" der Geometrie zusammenfassen; 
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sie sind dadurch nuKgezeicIinet, daSk sie diu Eigenschaften der geo- 
metrisclien Figuren nur in unwesentlicher Weise, d. h. nur ihrer Gröise 
und ihrem Mafsstabe nach, verändern. Darüber hinaus werden wir 
aber der Quatemionentheorie eine aUgemeinere Bedeutung für die Mathe- 
matik nicht beimessen könneu, im Gegensatz zu vielen Vertretern der 
Theorie, welche in den Quatemionen ein für Funktioneuthoorie und 
Algebra ebenso fundamentales Hülfsmittel erblicken möchten, wie in 
den gewöhnlichen komplexen Zahlen. Überhaupt scheint uns der eigent- 
liche Quatemionenkalkul (bei welchem Additionen und Multiplikationen 
von Quatemionen in beliebiger Mannigfaltigkeit mit einander verbundeu 
werden) von nur sekundärem Interesse zu sein. 

Übrigens soll mit den vorstehenden Bemerkungen nicht gesagt 
sein, dfüs für unser Kreiselproblem, bei dem es sich ja wesentlich um 
die Zusammensetzung von Drehungen handelt, die Quatemionen die 
geeignetsten Drehimgsparameter liefern. Thatsachlich besitzen fQr uns 
die Parameter cc, ß, y, ä in analytischer, die Eulerschen Winkel ip, iti, ■& 
in geometrischer Hinsicht den Voraug gröfserer Einfachheit. Wenn 
wir also keinen Grund haben werden, in den folgenden Kapiteln auf 
die Quatemionenrechnung zurückzukommen, so werden wir uns dagegen 
der Vektoranalysia mehrfach mit Vorteil bedienen. Die Addition der 
Vektoren hat auf Grund des Satzes vom Parallelogramm der Kräfte 
in der Mechanik ihre naturgemäfse Stelle. Auch die Multiplikation der 
Vektoren werden wir wiederholt heranziehen, da manche Formeln in 
der Ausdrucks weise der Vektoranalysis einen prägnanteren 8inn be- 
kommen. — 

Wie schon eingangs erwähnt, kommt unsere geometrische Definition 
der Quaternionea in den gewöhnlichen Darstellungen bei Hamilton 
und seinen Nachfolgern nicht genügend zur Geltung. Hamilton deli- 
niert vielmehr eine Quaternion als „den Quolienien etvder f^ektoren". 
Als Grundlage einer Theorie ist diese Definition kaum zweckmäfsig; 
denn der Ausdruck „Quotient zweier Vektoren" bedarf seinerseits erst 
der Erklärung und verweist uns, falls eine solche nicht gegeben wird, 
lediglich auf eine unklare Analogie mit den Rechnungaregeln der ge- 
wöhnlichen Algebra. Die Bezeichnung iärst sich natürlich theoretisch 
rechtfertigen und hat dann sogar gewisse sogleich zu erwähnende Vor- 
zUge; aber es scheint nicht geeignet, mit ihr zu beginnen. 

Um mit der Hamiltonschen Definition einen präzisen Sinn ver- 
binden zu können, werden wir im Anschluis an GL (13) folgender- 
mafsen verfahren: 

Wir machen uns zunächst klar, dals eine Drehstreckung Q mit 
einer Wendestreckung V zusammengesetzt, deren Axe zur Axe von Q 
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aenkrecht ateht, dasselbe Resultat ergiebt, wie die Aufeinanderfolge der 
Wendestreckung V und der inversen Drehstreckung <^' verbunden 
mit einer Ahnliehkeitstransformation vom Vergröfeerungs Verhältnisse 
I T\ wo T der Tensor von Q ist. In Zeichen bedeutet diesea 

(16) Qv-yir'T'. 

Hierbei möge, ebenso wie pag. 62, V der Kürze halber einen Ein 
heitsvektur, d. h. eine einfache TJmklap])Uug bedeuten. Den Beweis 
der Qleichong (16) wird man ähnlich wie den von (13) geometrisch 
erbringen können, indem man die successiven Veränderungen einer 
Einheitskugel K betrachtet. Ihre Richtigkeit wollen wir hier auf Gnind 
des Quatemionenmultiplikationsgesetzes nachrechnen. Zu dem Zwecke 
legen wir die x-Axe in die Axe der Wendestreckung V, so dafs V 
einfach gleich i wird. Gleichzeitig mofs dann die erste Komponente 
von Q verschwinden, weil die Aie von Q nach Voraussetzung auf der 
von V senkrecht steht. Wir haben also 

Um die inverse Quatemion Q~^ zu finden, haben wir nach pag. 63 
den Winkel y von y in — v , den Tensor T in ^ ku verwandeln 
und die Ase ung^ndert zu lassen. In Folge dessen wird 
Q-'-4:i-iB-kC + D). 

Die Gleichung (16) geht daher in die folgende Gleichung über 

(jB -\-kC + D)i = i{-jB - kC + D), 
welche nach (8), (9) und (10) identisch erfülll ist. 

Sodann tragen wir den Wert von VQ~^ aus (16) in (13) ein. 
So ergiebt sich 

Tv = Q'V 
oder 



(11) 



■r^' 



Da wir annehmen, dafs V zur Axe von Q senkrecht steht, mufs auch 
der Vektor v, welcher ja durch die Drehstreckung Q aus V hervor- 
geht, senkrecht zur Axe von Q liegen. Wir bezeichnen noch das 
Produkt Tv mit v; dann hat v die Lange T", wenn, wie wir voraus- 
setzen, K.die Länge 1 besitzt. Femer fassen wir (^ als eine neue 
Quatemion Q^ auf; Qf hat dann offenbar dieselbe Axe wie Q, den 
doppelten Drehungswinkel und das Quadrat des Tensors von Q. Die 
Oleiehung (17) geht daraufhin Ober in folgende: 

(18) «-f 
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In Worte gefalat liefert diese Gleichung die HamiltoD»cIie Definition 
der Quaternionen. Wir können sogen: 

Die Quatemion Q tcird in Gleichung (18) dargestellt eüs Quotient 
zweier Vektoren v' imd V, welche senkrecht zur Aj:e von Q' gerkhtet 
smd, weldie mit einander einen Winkd bSden, der gleich der Hälfte des 
Drehur^swinkels von Qf ist, und denm Länge sicft verhÖÜ wie der Tensor 
von <j! eur Einheit. 

Offenbar ist diese Definition der Qaatemionen ziemlich partikulär 
nnd steht an Einfachheit unserer ursprünglichen Einführung des Be- 
griffes nach. Andrerseits dürfen wir uns nicht verhehlen, dals sie vor 
unserer Definition einen grofsen Vorzug voraus hat. Sie setzt nämlich 
unmittelbar in Evidenz, dala es zur eindeutigen Festlegung der Qua 
temion auf den halben Drehungswinkel ^ ankommt, während unsere 
Vorstellung der Drehstreckungen zunächst mit dem ganzen Drehungs- 
winkel m operiert und erst durch die einigermafsen willkürliche Fest- 
setzung von pag. 36 mit dem halben Drehungswinkel in Beziehung 
gesetzt werden mufate. 

Wir möchten zum Schlüsse noch einen Vorzug zur Sprache bringen, 
der nicht ohne Grund der Quaternionentheorie nnd der Vektoranalysis 
nachgerühmt wird, nämlich die Unabhängigkeit ihrer Operationen wie 
ihrer Grundgebilde von dem Koordinatensystem. 

Diesen Vorzug teilt die Quaternionentheorie indes nur mit jeder 
rationellen analytischen Geometrie (mag sie metrische Verhältnisse mit 
rechtwinkligen Koordinaten oder projektive Verhältnisse mit homogenen 
Koordinaten behandeln). Das wesentliche ist allemal, dafs man in- 
variant denkt, nicht dafs man invariant rechnet. Es hieläe das Wesen 
der analytischen Geometrie verkennen, wenn man bei der Durchführung 
der Rechnungen prinzipiell die Koordinaten nicht explizite benutzen 
wollte. In Wirklichkeit thun dies die Quaternionen theo retiker auch 
überall, wo es ihnen nützlich scheint, nämlich allemal, wenn sie die 
vier Komponenten A, Ji, C, D einer Quatemion explizite hinschreiben. 



Kapitel II. 

Einffthrnng in die Kinetik (Statilt nnd Impulstlieorie). 

§ 1. Ofigflnaats zwisclien kontinuierljcli wlrkeaden SiAften und 
Stofakrilften; der Impuls beim eumelnen fteien MasBenpunkte. 

Während wir in dem vorangehenden kinematischen Kapitel von 
den Prinzipien der Mechanik an keiner Stelle zu spreclien Gelegenheit 
hatten, werden wir diese bei den nun folgenden kinetischen Betrachtungen 
in irgend einer Form heranzuziehen haben. Dies Ifftnn auf verscliie- 
dene Weise geschehen. 

Die ursprüngliche Fassung dermechanischen Prinzipien bei Newton 
setzt den Begriff der Kraft als etwas unmittelbar Gegebenes und Ver- 
ständliches voraus. Neuere Darstellungen suchen diesen Begriff viel- 
fach aus den Grundlagen zu eliminieren and Mhren ihn erst nach- 
tr^licb als eine bequeme abkürzende Bezeiühnung in die Mechanik 
ein. Die Zweckmälsigkeit des einen oder anderen Verfahrens hängt 
wesentlich von dem Ziele ab, welches man verfolgt. Geht man, wie 
Hertz in seinem schönen Werk über die „Prinzipien der Mechanik" 
lediglich darauf aus, ein in sich folgerichtiges, begriffliches System 
au&ustellen, so kann man den Kraftbegriff wohl entbehren. Will man 
aber, wie es in dieser Vorlesung unsere Absicht ist, ein lebendiges 
Erfassen der mechanischen Erscheinungen und eine schnelle Orientierung 
in speziellen Fragen erreichen, ao acheint der Kraftbegriff schon aus 
psychologischen Gründen besonders wertvoll; er knüpft nämlich un- 
mittelbar an die Thätigkeit des Menschen an, welcher in seinen Muskeln 
die Möglichkeit der Arbeitsleistung liat. Eine solche Arbeitsleistung 
ist für unsere Empfindung mit dem Gefühl der Anstrengung verbunden. 
unwillkürlich übertragen wir diese Empfindung auch auf äufsere Be- 
wegungsvorgänge. In dieser anthropomorphen Auffassung der äufseren 
Geschehnisse liegt ohne Zweifel die Wurzel des Kraftbegriffs. Wir 
werden denselben darum nicht zurückdrängen, sondern gerade unter 
diesem Gesichtspunkte in den Vordergrund rucken. 
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Ob auf einen Massenpunkt, der irgendwie im Räume feat gedacht 
werde, in einer gewissen Richtung eine Kraft wirkt, konstatieren wir, 
indem wir ihn in der entgegengeaetzten Kichtung ein wenig verschieben. 
Haben wir dabei eine Arbeit zu leisten (imaere Muskeln anzuspannen), 
80 ist eine Kraft vorhanden; im anderen FaÜB ist der Punkt in der 
betr. Richtung kräftefrei. Dasselbe Verfahren kann auch zur Messung 
der Kraft dienen: Wir messen eitle auf einen Punkt in einer fiestimmten 
Itichtung wirkende Kraß dureh das Verhältnis derjenigen Arbeit, wdche 
mr hei einer Verschiebung des Punktes m der enUfegengesetsten BüMung 
m leisten haben, eu dieser Vcrschiärnng \P^ t) • Ist über die Einheit 
der Länge und der Arbeit verfügt worden, so ist hiemach auch die 
Einheit der Kraft bestimmt. 

Die Einheit der Länge haben wir schon pag. 11 definiert, indem 
wir das „absolute MaTssystem" acceptierten. Die Einiteit der Arbeit 
definiert man in diesem Mafssystem bekanntlich dadurch, dafs man 
zuimcbst die Einfieit der Masse, als die eines Gmmmes festsetzt und 
sich übrigens auf die Erfahrungen beruft, die man mit frei fallenden 
Körpern gemacht hat (die sog. Fallgesetze). Alsdann bestimmt man 
etwa: Die Arbeitseinheit ist der 980, GO" Teil derjenigen Arbeit, welche 
man beim Heben eines Grammea um einen Centimeter unter dem 45**" 
Breitengrade zu leisten hat. Die Arbeit erhält hier die Dimension -^j-, 
die Kraft tj- - Allerdings werden wir diese Definition der Arbeits- 
einheit von dem obigen psychologischen Standpunkte aus für ziemlich 
indirekt erklären müssen. Da nämlich Kräfte und Arbeiten unmittel- 
barer in unsere Wahmehmimg fallen, als Maaaen, so könnten wir ver- 
langen, die Arbeitseinheit vor der Masseneinheit festzulegen, und könnten 
die Einführung eines allgemeinen Mafssystems befürworten, (welches 
Übrigens auch von anderer Seite gelegentlich vorgeschlagen ist) in dem 
neben Raum und Zeit als dritte Grunddimension die Arbeit benutzt 
wird. Ob sich ein solches M&Tssyatem praktisch empfehlen würde, 
lassen wir hier völlig dahingestellt. 

Des Weiteren unterscheidet man von altersher zwei Arten von 
Kräften: lumümtierUch wirkende Kräfte und Stoß- oder Momentankräfte. 
Die soeben gegebene Regel für die Messung einer Kraft bezog sich, 
wie wir ausdrücklich hervorheben müssen, auf kontinuierlich wirkende 
Kmfte. Um die Me^ung der Stolskräfte hieran snzuschliefsen, sagen 
wir: eine Stofahraß ist äquivaletit mit einer aufserordentli<^ grofsen kon- 
Hnuierliihen Kraß, wdche nwr eine aufserordent^ch kurse Zeit hindurtA 
wirksam ist. 



Kontinnierliche Krilfte unfl StoftkriLfte. 
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Die Grölse der Stofakraft. bemessea wir daraufhin durch das 
Produkt der Gröfse jener kontinuierlich tcirkenden Kraß in die Länge 
des Wirhtngsintervalles ([P]!=^j. 

Wir erinnern nun kurz an diejenigen Erfahrungsthatsaclien (oder 
Axiome), welche die Statik der Kräfte (und zwar der kontinuierlichen 
wie der StoJflkräfte) beim einzelnen MasBenpunkte ausmachen. Mau 
kann diese in die eine Aussage zusammenfassen: 

Bas allgemeinste Kraßsystem liot beim eineeinen frei beweglichen 
Massenpunkie den Charakter eines von dem Punkte auslaufenden Vektors. 

In diese Aussage begreifen wir sowohl den Satz vom Parallelo- 
gramm der Kräfte wie die Zerlegung der Kraft in Komponenten ein, 
Kräfte Sofie» sich genau so addieren wie Vektoren. 

Die Vektorvorstellung einer Kraft ist uns so geläufig, dafe wir 
leicht unser Axiom für selbstverständlich halten und seine Tragweite 
unterschätzen könnten. Es ist daher vielleicht nicht überflüssig auf die 
unmittelbarsten Konsequenzen unseres Axioms einzugehen. ' Der Kraft 
kommt, ebenso wie dem Vektor, eine gewisse Grofae und eine aus- 
gezeichnete Richtung zu. Stellen wir uns nun einen Masseupunkt vor, 
der von beliebigen äulseren Kräften angegriffen werden möge. Die 
Richtung der resultierenden Kraft ist deijenigen Richtung entgegen- 
gesetzt, in welcher wir bei einer Verschiebung die maximale Arbeit 
zu leisten haben. Verscbiebon wir andrerseits den Punkt in einer 
von dieser ausgezeichneten abweichenden Richtung, so ist nach unserem 
Grundsatz die hierbei zu leistende Arbeit gleich der vorherigen maxi- 
malen Arbeitsleistung multipliziert in den Cosinus des Winkels, welchen 
die jetzige mit der früheren Verschiebung einschliefst. Insbesondere 
werden wir, so oft wir bei einer bestimmten Verschiebung eine gewisse 
Arbeit zu leisten haben, bei der entgegengesetzten Verschiebung die- 
selbe Arbeitsgrofee gewinnen. 

Wir erinnern sodann an diejenigen Axiome, welche der Kinetik 
des einzelnen Massenpunktes zu Grunde hegen. Sie lauten bekanntlich: 
Eine kontinuierlich wirkende Kraft rvft eine Beschleuniguru) des Punktes 
hervor, deren Richtung mit der Riclitung der Kraft übereinstimmt und 
deren Gröfse, muliipliziert in die Masse des Punktes, (bei Benutjmng des 
einmai angenommenen absoluten Mafssifstems) gleich ist der Größe der 
Kraft; femer: Eine Momentankraft ruß eine momentane Geschmndigkeifs- 
änderang liervor, deren Richtung mit der Richtung der Kraft überein- 
stimmt und deren Gröfse, nmUiplieiert in die Masse des Punktes, gleich 
ist der Gröfse der Stofskraft. 

Da die Geschwindigkeit und die Beschleunigung eines Punktes, 
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ebenso wie nach Obigem die Kraft, den Charakter eines Vektors hat, 
so folgt aiiä unserem die Gleichheit der Vektoren aussagenden Axiom 
sofort die Gleichheit ihrer Komponenten. Bedeutet also X bez. [X] die 
i-Komponente einer kontinuierlichen bez. einer Stoiskraft, so haben wir: 



(11 



' :7i. etc., 



(2) [X] - mt, Q=^) elc. 



Hier soll A Ut) schlechtweg die Änderung des ( -j bezeichnen. 

Im Übrigen lassen sich Stofskräfte auf kontinuierlich wirkende 
Kräfte zurückfllhren und umgekehrt, wie solches durch bekannte Bei- 
spiele aus der Physik dargethan wird. Z. B. denkt man sich in dor 
kinetischen Gastbeorie den kontinuierlich wirkenden Druck eines Gases 
gegen die Wand des Gefäfses durch das Anprallen der Gasmolekflle 
hervorgebracht. Man löst also den kontinuierlichen Druck in eine 
Reihe sehr kleiner und sehr sclmell hintereinander erfolgender Einzel- 
stölse auf Umgekehrt verfahrt man in der Elastizitätstheorie ^ wenn 
man den Zusammenstofs zweier Kugeln näher verfolgen will. Dort 
ersetzt man die scheinbar momentane Stolskraft durch eine zwar sehr 
kurze aber doch kontinuierlich zu- und abnehmende Kraft, welche von 
der stolsendcn zu der gestolfieDen Kugel wirksam ist. 

Man erkennt sofort, dafa die Gleichungen (1) und (2) hei der 
einen oder anderen Auffassung wechselweise in einander tibergehen. 
Denken wir uns nämlich, wie in dem Beispiel der Gaatheone, eine 
Reihe von Einzebtöfsen [X,], [X,], - - ., [X„] in dem sehr kleinen Zeit- 
intervalle A( auf einander folgen, und nehmen wir an, dafs das Ver- 
hältnis [Xf] : AI bei abnehmendem Ai einer endlichen Grenze X zu- 
strebt, HO erhalten wir aus (2) durch Übergang zur Grenze A( = 
die Gleichung (1). Gehen wir andrerseits von einer kontinuierlich 
wirkenden Kraft X aus, welche nur in dem Zeitintervalle Ai! eine von 
Null verschiedene, dann aber gleich sehr bedeutende Intensität besitzt, 
so zwar, daüa das ,^eitintegral" 

I Xdt 



einen endlichen Wert [X] selbst dann noch behält, wenn wir A( mi 
Null abnehmen lassen, so erhalten wir aus (1) durch Integration nach 
t die Gleichung {'2). 

Da hiemach Sto&kräfte und kontinuierliche Kräfte in gewissem 
Sinne mathematisch äquivalent sind, wird es möglich sein, die Mechanik 
ebensowohl auf die einen wie auf die anderen zu begründen. Beide 
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Methoden entsprechen je einem besonderen naturphilosopliischen Stand- 
punkte-: Wer der Meinung ist, dafe in der Natur keine unstetigen 
Übergänge Torkominen können, wird die kontinuierlichen Kräfte bevor- 
zugen. Wer aber die Stetigkeit in der Natur nur für scheinbar uud 
dadurch heryorgebracht hält, dafs unsere unvoUkommenen Sinnesoi^ne 
uns ein undeutliches Bild der Welt liefern, wird fiberall auf Stoiskräfte 
zurückgehen wollen*). Für den Mathematiker als solchen kommen 
derartige Fragen nicht in Betracht; dieser wird die Vorzüge beider 
Methoden nach ihrer gröfseren oder geringeren mathematischen Brauch- 
barkeit und Bequemlichkeit abBchätzen. 

Von diesem Gesichtspunkte aus können wir nicht umhin, der 
Methode der Stofskräfte bei der Einführung in die Mechanik im all- 
gemeinen vor der jetzt gebräuchlicheren Methode der kontinuierlichen 
Kräfte den Vorzug zu geben. Wir werden von dieser Methode auch 
da Gebrauch machen, wo es sich gamicht um plötzlich oder schnell 
erfolgende Änderungen des Bewegungaziistandes handelt. Damit nehmen 
wir nur eine Darstellungsweise wieder aiif, die bei den eigentlichen 
Begründern der Mechanik allgemein übKch war. 

Im Grunde übrigens handelt es sich dabei nur darum, die Bedeutung 
der mechanischen Differentialgleichungen oder der Differentialgleichungen 
überhaupt unabhängig von der Formel, nach ihrem inneren begrifflichen 
Inhalte zu erfassen. 

Unser Vorhaben erläutern wir zunächst an dem Beispiel des 
einzelnen frei beweglichen Massenpunfctes. 

Wir betrachten unsem Punkt an ii^end einer Stelle seiner Bahn 
und denken uns allemal diejenige Stofskraß hinzu, wdcke im stände 
ist, den PunJct an Ort und SleSe atts dem Zustande der Buhe montentan 
In den der gerade vorliegenden BeiveguH^ überzuführen. Dieselbe Stofs- 
kraft würde der Punkt, an der betr. Stelle in seiner Bewegung plötzlich 
gehemmt, gegen das Hindernis auszuüben im stände sein. Diese Stoft- 
kraft nennen wir den Impuls des Punktes und haben fortan gewiaaer- 
malsen als erstes Interesse, nicht die Bewegung des Punktes sondern 
die Änderung seines Impulses zu verfolgen, 

Auf Grund des allgemeinen statischen Axioms können wir sagen: 

Beim einzelnen freien Massmpimkte iM der Impuls ein Vektor. 

Auf Grund der kinetischen Axiome können wir femer Gröfee und 
Richtung dieses Vektors sofort angeben. Nach Gleichung (2 ) ist 
n&mlicb eine Sto&kraft, welche die Geschwindigkeit in die Ge- 



•) Vgl, hieRii L-twaL, Boltzmann: Über die Uncütbchrlichkeit der Alomiutik 
n der NaturwiaaenHchafl, Berichte der Wiener Akademie 1SU6 sowie Wied. Ann 1897. 
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schwindjgkeit v verwandelt, der Gröfae nach gleich m«; der Richtung 
nach fällt sie mit der Richtung v zusammen. Wir werden also eagen; 

Beim fitiselnen Massmptinkte ist du: ürofse des Impulses gleich der 
sog. Quantität der Betcegung; die Richkmg des Impulses stimmt mit der 
jeweiligen Fortschreiinm/srichbtng iiberein. 

Mit Benutzung des so eingeführten Impulsbegriffes läJ^t sich die 
Bewegung des einzelnen Massenpunktes nunmehr besonders einfach 
schildern. 

Wir haben zunächst den 

Satz 1. Wenn lidnc Kräfte auf den Punlit einwirkeri, bleibt iler 
Impuls nach Gröfsc und BiehUing im Itaume konstant. (Gaüleisches 
Trägkeitsgesetü = Newtons lex prima). 

Ist der Punkt dagegen äufsoren Einwirkungen ausgesetzt, so 
können diese in momentanen StÖfaen [P,] oder in einer kontintüer- 
lip.hen Kraft P bestehen. Im erstereu Falle setzen sich die Stöbe 
[P,^ mit dem .schon vorhandenen Impuls nach dem Parallelogramm der 
Kräfte zusanunen. Im zweiten Falle konstruieren wir denjenigen Einzel- 
stofs, welcher während des einzelnen Zeitelementee Af der kontinuier- 
lichen Kraft äquivalent ist; wir bilden also: 



[Z>] = /p.rf( = P.A(. 



Dieser „unendlich kleine Stofo" setzt sich wieder mit dem schon vor- 
handenen Impulse nach dem Parallelogramm der Knute zusammen. 

Wir formulieren daher den 

Satz II. Wenn äußere Kräfte auf unseren Punkt einwirken, ändert 
sich der Impuls so, dafs seine Änderung nach GrÖfse tmd Richtwig in 
jedem Momente ^t gleich detn während dieses Zeitmomentes von den 
äufseren Kräften lurvorgcrufcnen (endlicken oder unendlich kleinen) Siofse 
ist (Newtons lex secunda). 

Diese fundamentalen Sätze übertragen sich, wie wir später sehen 
werden, wörtlich auf den Fall des Kreisels und mutatls mutandis auf 
beliebige mechanische Systeme. — 

Wir fragen sodann nach der Arbeit, xeelthe der In^uls oder irgend 
eine kontiniiierliche Kraft bei der Ereevgung des instantanen Bewegungs- 
»mtandes eu leisten liat, d h. nach derjenigen Arieii, wdche erforderlich 
ist, um den Ptvtdit aus dem Zustande der liuhe in den gerade v(»-liandenen 
BewegungBXtistand überzuführen. Dieselbe Arbeit vermag der Punkt um- 
gekehrt abzugeben, wenn wir seine Bewegung plötzlich oder allmählich 
hemmen. Hieraus erklärt sich die Bezeichnung imseres Arheitsquantums 
als der lebendigen Krnft des Punf(tes. 
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Offenbar betraft die Arbeit, welche eine hmHnuierliche Kraft 
(X, Y, Z) an dem Massenpunkte bei der Verriickung {dx, ihj, dz) 
leistet 

(3) dA^Xdx-\- Yd!i-^Z(U^{Xx+ YiJ-i-Zz'jdt. 
In der That ist diese Gleichung weiter nichts, als der analytische 
Ausdruck für unsere ursprüngliche Definition des Kraftbegriffee. 

Hier tragen wir für X, Y, Z die Werte aus Gleichung (1) ein, 
indem wir uns vorstellen, dafs {X, Y, Z) diejenige Kraft ist, welche 
die faktische Bewegung des Punktes TOn der Ruhe beginnend erzeugt 
hat. Dann lautet das Arbeitselement: 

dA^m{x"x- + fy'-\-e"z)dt. 
Die Gesamtarbeit, welche eben die lebendige Kraft des Punktes aus- 
macht, folgt hieraus durch Integration nach der Zeit; wir erhalten so 
die genugsam bekannte Formel: 



(4) 



"(^'* + y" + e'^ 



3-, y, 



Die lebendige Kraft des Punktes ist hiernach durch den jeweiligen 
Bewegungszustand des Punktes allein bestimmt; sie ist unabhängig 

davon, wie wir uns diesen Zustand entstanden denken, in welcher 
bez. X, 1', Z während der Erzeugung der 
m. Sie gilt daher insbesondere auch, wenn 
wir uns die Bewegung inatantan durch den Impuls erzeugt denken, 
was wir jetzt thun wollen. 

Nehmen wir unter dieser speziellen Voraussetzung die Berechnung 
der lebendigen Kraft noch einmal vor, so wird die Sache besonders 
anschaulich. Wir können uns zu dem Zwecke zunächst vorstellen, dal's 
eine Kraft {X, Y, Z) von konstantena sehr grolsen Betrage während 
eines sehr kleinen Intervalles At wirksam ist, so dafe die Geschwindig- 
keit (x, y, /) während dieses Intervalles t/leichmißig anwächst. Aus 
unserem obigen Ausdruck für die Arbeit ergiebt sich dann, wenn wir 
die Wirkungsdauer der Kraft mit At bezeichnen: 



T==fdA = xjxdi^ YJydt-\-ZJi 



'dt. 



Zu Anfang des Intervalles Ai ist die Geschwindigkeit des Punktes 
gleich Null, zum Schlul's ist sie (x\ y', a") geworden. Da sie überdies 
von ihrem Anfangs- zu ihrem Endwerte gleichmäßig anwächst, so be- 
kommen die vorstehenden Zeitintegrale der rechten Seite bez. die Werte 
^ar'Af, \,^fA.t, ],z'A.t Wir haben also: 

T = \ {Xx + Yij + Zd) tt. 



3 
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Nunmehr lassen wir AI gegen Null abnehmen. Dann gehen die Pro- 
dukte XAi, YAt, ZAt in die Komponenten des Impulses Aber, welche 
wir mit- [X], [Y], [Z] bezeichnen: 



m 



-I- 



Xdt—XM, [Y] 



-ß' 



dt—YAl, 



[Z]=j 



Zili = ZAt. 



Infolgedessen können wir den letzten Ausdruck für die lebendige Kraft 
folgendermaTsen schreiben: 

(6) T-\(\x-\x +\T\y -VW)- 

Die tlitrch den ImptUs ereaigie lebendige Kraft erscheint kier (ds das Halbe 
Prodtdct aus der Gröfse des Impulses in die Länge des Gesdiwindigkeitsvektors. 
Der Ausdruck (5J ist mit (4) natürlich identisch. In der Tbat 
folgt aus unserer obigen Impulsdefinition sofort 
(6) \_X]-mx: [Y]~M,J, \Z\-md. 

Dieselben Gleichungen können auch in der bemerkenswerten Form 
geschrieben werden: 

(■>) m-ä". m-^. i^-w- 

Hier ist bei der Ausführung der partiellen Differentiationen T in der 
Form (4) anzusetzen, d. h. als Funktion der Geschwindigkeitskom- 
ponenten zu schreiben. 

Wir können andrerseits T auch als Funktion der Impulskompo- 
nenten auffassen. Aus den Gleichungen (4) und (6) ergiebt sich 
nämlicli 
m T-±^{\X7 + [Y]' + [Z]'). 

Infolgedessen können wir den Gleichungen (7) auch noch die folgende 
Form geben: 

,,,-., ,_?r , ST . _ dT 

^ ^ ^ ~ s[xy " ^ ?[Y]' " ~ i!\.z\ 

Bei der Bildung dieser Gleichungen ist T natürlich durch die Glei- 
chung (4') erklärt, d. b. als Funktion der Impulskomponentan auf- 
gefofst. Ob wir die eine oder die andere Auffassung der lebendigen 
Kraft zu Grande legen, werden wir durch die Bezeichnung nicht be- 
sonders hervorkehren, wofern, wie hier, durch den Zusammenhang ein 
MifeverstSndnis ausgeschlossen ist. 

Neben die Gleichimgen (7) und (7') stellen wir als analytischen 
Ausdruck für die Kraftkomponenten X, Y, Z die folgenden Gleichungen 



(8) 



SA 



ey' 



Z = 
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welche sich aus unserer uraprünglichen Eiuftlhrüng des Kraftbegriffes 
beziehungsweise aus der Gleichung (3) ergeben*). 

Dals die lebendige Kraft bei der kräftefreien Bewegung des Punktes 
konstant bleibt (dT^O) und daTs ihre Änderung bei der durch äulsere 
Kräfte beeinflufeten Bewegung gleich der von diesen Kräften geleisteten 
Arbeit wird {UT^^dA), ist eine unmittelbare Folge aus unseren obigen 
Impulssätzen I) und 11). 

Die Gleichungen ( 7) oder die äquivalenten Gleichungen (7') geben 
uns Beziehungen zwischen dem Vektor der Geschwindigkeit, dem Vektor 
des Impulses und dem Ausdrucke der lebendigen Kraft, welche wir 
folgendermaisen gemeinsam in Worte fassen: 

Die Imptds-{GescliwindigkeiiS')Komponenten sind die nach dm Ge- 
schtci7idigkeits-{I}nptds-)Kot>tponenten genommenen partiellen DifferenÜal- 
gaoüenten der lebendigen Kraft, wobei wir die letelere als FunkHon der 
GescJimndigkeits-{Impals-)Kotnponenten geg^eti denken. 

Den Gleichungen (7) bez. (7') stellt sich ein zweites Gleichunga- 
tripel an die Seite, welches angiebt, wie der Impuls durch die Sulseren 
Einwirkungen abgeändert wird. Dieses Gleichungatripel ist nur der 
analytische Ausdruck des id dem Satze II ausgesprochenen Gesetzes. 
Wirkt auf unseren Punkt die kontinuierliche Kraft {X, Y, Z), so 
haben wir offenbar nach U bei Benutzung rechtwinkliger Koordinaten: 

w -di~ — ^'-dr—'^'-w~'^- 

Die Formdn (7), (8) und (9) sind die sehr bekannten fundamentaleti 
Gleichungen ikr Punktmeclianik in recJi&vinkligen Koordinaten. — 

Wir wollen uns nun fragen, wie sich diese Gleichungen ändern, 
wenn wir statt der rechtwinkligen Koordinaten irgend welche allgenieine 
Koordinaten einfilhren. Allerdings liegt beim einzelnen frei beweg- 
lichen Massenpunkte kein Grund vor, von den rechtwinkligen Ko- 
ordinaten abzugehen. Die folgenden Betrachtungen sollen uns aber 
als Vorbereitung für schwierigere Fälle dienen, in denen wir mit den 
rechtwinkligen Koordinaten nicht auskommen. 

Wir wollen die Lage eines Punktes im Räume statt durch drei 
zu einander senkrechte Ebenen vielmehr durch drei beliebige Flächen 
gegeben denken, als Koordinaten also nicht die Grofsen x, y. s sonder« 
irgend drei Funktionen tp ^ ifi{x. y, z), ^ = ifrf.t, y, e), # = ^(x, y, e) 
betrachten. Statt der gewöhnlichen Geschwindigkeitskoordinaten x, y, s 

*) Man bemerke, dufä die Bedeutung der Diffcrentiakeiclien in (S) von der 
Üblichen Bedeutung abweicht, insofern ala dieselben zwar „DüFerontiiil(]Uotienten" 
sind, aber nicht „Ableitungen" einer Funktion der Koordinaten lu sein brauchen, 
weil der Ausdruck (3) iiu allgemeinen kein voUalilndiges Differential vorstellt. 
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werde» wir demeiitspreclienil die „allgemeiuen QeBchwindigkeitskoonli- 
nateii" tp, ^', %' einführen, d. li. die Differeutialquotienten unserer 
Gröfoen 9. i(f, # nach der Zeit. 

Unmittelbar erkennt man, wenn man die Definitionegleichungen 
der (p, Vi * nach t differentiiert, dafe die netten Geschwindifflantskoordi- 
nateti lineare Funktionen 0er iiiten sind und umgekehrt. Insbesondere 
wollen wir die Koeffizienten der ffi, i/"', #' in den linearen Ausdrücken 
für x, i(, s mit a^t bezeichnen, so dals 



(10) 



die Bedeutung der a,t ist 



a»iV' + «»*' + ««*'. 
a»i9>' + «>»*' + <%*'; 
ersichtlich die folgende: 



(") 



i^ ' 



Öy 



= i:^i ■■■'^1 —gm 



raUf/etncincrte 
Um diese zu 



Eb wird nun aber ferner nötig, auch entsprechend 
Eo<»-dinaten der Kraft und des Impulses zu betrachten, 
definieren, gehen wir auf unsere ursprüngliche Kraftdefinition zurück. 
Wir fragen nach der Arbeit, welche wir bei einer unendlich kleinen 
Änderung der Koordinate y und bei festgehaltenen Werten von ^ und 
& zu leisten haben. Das Verhältnis dieser Arbeit zu der Änderung 
Yon 9: definiere uns die 91-Koordinate der Kraft. Bezeichneu wir sie 
mit <t>, so haben wir hiemach 

(wobei der Sinn dieses Difi'erentiation »Zeichens durch die Bedingungen 
V'^const., '9'^const. definiert wird); entsprechende Bedeutung mögen 
die Kraftkoordinaten V und 6 haben. Der Aasdruck für die Arbeit 
bei einer beliebigen unendlich kleinen Verrückung (dtp, di-, d&) unsere« 
Massenpunktes wird daher 

(12) dA = ^dip-\-'Vdii-\- 0(/d' = (*(p' + Vit' + e»')rf/. 

Unsere Definition der vcrallgcfneinerten KrafäcixrrdinaUn Itrinyt es 
also mit sich, daß der Au.'idruck für die Arbeit bei EinfiUvrung all- 
gemeiner Koordinaten genau die früiiere Fonn (3) beibehäU. 

Wir können daraufhin leicht die (tiVG durch die XYZ noa- 
drücken. Ersetzen wir nämlich in (3) die x, 1/, / vermöge der Glei- 
chungen {10} durch ihre Werte in den ip', ^\ ■&' und ordnen nach den 
letzteren Gröfeen, so werden die <J), M', 9 bez. gleich den Koeffizienten 
dieser GrÖl'sen. Wir erhalten also 



1 



(IS) 
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«-«„X + a„I-+«.,Z. 
'r-a„X+a„r+a„Z. 
0-a„X + a„Y+a„Z. 



Die neuen Kraftkoordinaten drucken sich also durch die alten ganz 
Ölinlicb au» wie die alten Gescliwindtgkeitskoordiuaten dureh die neuen, 
nämlich so, dafs die Koeffizienten jener Substitution aus den Koeffi- 
zienten dieser durch Vertauschung von Horizontal- und Vertikalreihen 
hervorgehen. Wir sprechen dieses kurz so aus, dafs wir sagen: 

Die ErafÖcooräinaten verJtaiten sidi ru den Gescfiwindigkeitskoordi- 
nalm kontragredknt. 

Ebenso wie die Koordinaten einer kontinuierlichen Kraft verhalten 
sich die Koordinaten des Impulses, welchen wir ja als Greuzfall einer 
kontinuierlichen Kraft auffassen können; ebenso femer wie der Aus- 
druck für die unendlich kleine Arbeit transformiert sich der Ausdruck 
fOr die lebendige Kraft, welche wir als ein gewisses endliches Ärbeits- 
quantum definiei-t haben. 

Wir bekommen daher 



(M) 



(15) 



I»] = a„[X]+«„[y] + o„[Z], 
m-a„\X] + a„ir\ + a„[Zl 
le]-„.,[X] + «„[Y] + n„[Z] 

y-i ([*]?>■ + m*' + [e]»')- 



Auf Grund der Gleichungen (14) werden wir ohne Schwierigkeit die 
folgenden Beziehungen verifizieren, in welche wir uns T als Funktion 
der Geschwindigkeitskoordinaten ausgedruckt denken: 



(16) 



w-;i. m-s^, m~^ 



In der That folgt aus ?= " (j;'* + y' = + /*) z. B.: 

Die Gleichungen (16) sind unseren fi-üheren Relationen (7) genau 
analog. Die kleteren ändern ihre Form bei Einf'iihrung allgati^ner 
Koordinatm übta'haupt nichi. 

Dasselbe gilt auch von den Gleichungen (7'); wir überzeugen uns 
davon in Kürze folgendermafsen. 

Die Gleichungen (10) geben, nach den p, . . . aufgelost: 



(Iff) 



H. Ginfithrnnit in die Kinetik de» KreiBeU. 
l<p' = A„x' + Afty + A^i^, 



' = ^,r^ 



' + At^ + ^«'. 



WO <lie Ait allgemein die dur(rh die Determinante der du, dividieiten 
Unterdeterminanten dieser Determinante bedeuten. Ebenso ergiebt 
sich aUB den GleichimgeD (14): 

(14-) ur]-A„m + A„m + A„[e], 

\\Z]-A„w + Ä„m + A„[e]. 

Denken wir uns nun T durch die [*], [M'], [Ö] ausgedrückt, indem 
wir Ton der Gleichung (4') ausgehend för [XJ, (Fl, [Z] die Werte 
aua (14') eintragen und bilden wir, indem wir l'C) und |8], sowie 
ip, i(>, # festhalten, 5Täii' D*"" haben wir mit Rücksicht auf (7') 
und (14') 

Hierauä folgt aber nach (10"), wenn wir sogleich die analogen Glei- 
chungen hinzufügen: 

(16) V =gi4]. « =sm' *=6le]- 

Wollen wir die Gleichungen (16) und (Iß") als Satz formulieren, so 
können wir uns wörtlich der Ausdrucksweise von pag. 77 bedieneii. 
Sodann haben wir nach (ll?) als Änaloguu zu den Gleichungen (8): 



(17) 






S^' 



6: 



eA 



Wegen der Bedeutung dieser Differentialzeichen vgl. die Anmerkung 
auf pag. 77. 

Es wird gut sein, auch die Gleichungen (Ö) in allgemeine Koordinaten 
91, i), & umzuschreiben. Wir multiplizieren zu dem Zwecke dieae 
Gleichungen der Reihe nach zunächst mit »,,, a^, o^, und addieren 
sie. Dann entsteht auf der rechten Seite nach (13) die Komponente O 
der äuiseren Kraft. Die linke Seite schreiben wir so: 

Hier ist der erste Term einfach der Differentialquotient der Impula- 
komponente [<()] nach der Zeit; der zweite Term wird mit RUcksicht 
auf (6) und (11) gleich 



"'(^ä+y^,+' 
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dies ist aber nichts anderes als der nach tp genomnieDe partielli; Dif- 
ferentialquotieut der lebendigen Kraft, falls wir letztere durch die 
Geschwind igkeitskoordinaten tp, if', *' ausgedrückt denken. Hiernach 
kommen wir zu folgendem Gesetz für die Änderung der <p-Koin- 
ponente des Impulses: 



(18) 

Genau ebenso ergiebt sich 



(18) 



dl 

dm 

dt 

dje]^ 



er 



dT 



I 



Die Gleichungen (18) sagen ihrer Ableitung nach nichts anderes aus, 
wie die Gleichungen (9); die Einfachheit des allgemeinen Gesetzes 11 
ist hier nur durch die EinfUhrung der Koordinaten ip, ^, * etwas 
verschleiert. 

Die Gleichungen (7), (8) und (9) bez. die Gleichungen (16), (17) 
und (18) stellen zusammengenommen die Bewegungsgleichungen des 
einzelnen Massenpuiiktes dar. Mau hat in der von uns gewählten Schreib- 
weise den einfachsten Fall der sogenannten Lagranf/eschen Gleichungen 
zweiter Art vor sich. Wir kommen auf diese Gleichungen mehrfach 
zarttck und bemerken schon hier, dafs es uns mit Hülfe eines dem 
obigen analogen Impulsbegriffes gelingen wird, dieselben allemal in 
ähnlicher Weise zu interpretieren, wie die Bewegungsgleichungen des 
einzelnen Massenpuukies. 

Die Bezeichnung ^Jmpuls" haben wir dem Werke von Thomson 
und Tait entnommen, in welchem unser Begriff eine wichtige H«lle 
spielt. Dieselbe Bezeichnung wendet Maxwell an bei dem Versuche, 
die allgemeinen Gleichungen der Mechanik energetisch zu begründen. 
Gewöhnlich wird in den englischen Büchern statt Impuls das etwas 
farblose Wort momentum benutzt; die Komponenten des Impulses 
heifsen dann „the moments of momentum"(!). Hertz andrerseits 
braucht das Wort Moment als synonym nlit unserem Impuls. Die 
sonst wohl übliche Bezeichnung „Bewegimgsgrörse" (quantite de mouve- 
ment) bringt nur die Länge, aber nicht die Richtung des Impulsvektors 
zum Ausdrucke und seheint uns daher ungeeignet. 



§ 2. Die elementare Statik des Htarren KSrpera. 
Bevor wir die Kinetik des Ki-eisels in Angriff nehmen können, 
mtissen wir uns über die Zusammensetzung und Zerlegung eines an 
anserem Körper angreifenden Kraftsystems orientieren. Bekanntlich 
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falst man alle diejenigen Untersuchungen, welche ohne Rücksicht auf 
die resultiere n den Bewegungen lediglich von den Kräften handeln, 
unter dem ziemlich ungeeigneten Namen der Statik zusammen, indem 
man die Fr^e nach der Zusammensetzung eines gegebenen Kraft- 
ajstem» zurückgeführt denkt auf die Aufsuchung solcher Kräfte, welche, 
dem Kraftayatem hinzugefügt, Gleichgewicht hervorrufen würden. 
Passender wäre das Wort Dynamik, welches man indesaen gewöhnlich 
auf denjenigen Teil der Mechanik anwendet, den wir als Kinetik be- 
zeichnen. 

Die Behandlimg der Statik für den hier vorli^enden Fall des 
starren Körpers kann nach zwei wesentlich verschiedenen Methoden 
geschehen, welche bez. durch die Namen von Poinsut und Lagrange 
charakterisiert werden. Wir wollen über beide Methoden in Kürze 
referieren. 

Die Statik des starren Körpers in der geometrischen Behandlimg 
Poinsots gründet sich auf eine Reihe von Axiomen, welche wir zum 
Teil schon vom einzelnen Massenpunkte her kennen. Wir sagten, daJs 
die Kraft beim einzelnen Massenpunkte den Charakter eines Vektors 
hat und dafs mehrere in demselben Punkte angreifende Kräfte sich wie 
Vektoren addieren. Hierzu kommt beim starren Körper noch das 
folgende Axiom hinzu: Der Angri/fi,^nki der Kraft kann in Richtung 
der Kraft beliebig vcrscJioben werden. Dieses Axiom ist von den vorher- 
genannten offenbar unabhängig, da 'seine Gültigkeit wesentlich aß die 
Beschaffenheit des starren Korpers gebunden ist; es kann geradezu als 
Definition des letzteren angesehen werden. Bei den wirklichen Körpern, 
welche stets in gewissem Grado elastisch sind, ist es natürlich nur 
angenähert erfüllt. Man interpretiert übrigens Newtons lex tertia, 
welche die Gleichheit von actio und reactio aussagt, so, dab sie 
unser Axiom mit umfalst, was allerdings einigermalsen künstlich 
scheint. 

Mit Hülfe dieser Axiome untersucht man nun die Zusammeo- 
eetzung von Kräften, welche, it^ndwie gegeben, im Körper ver- 
teilt sind. Zunächst sieht man ohne Weiteres, daJs zwei Kräfte, welche 
in parallelen Geraden wirken, stets durch eine Einzelkraft ersetzt 
werden können, deren Richtimg den Richtungen der ursprünglichen 
Kräfte parallel ist. Die Bestimmung von Angriffspunkt und GrSbe 
dieser Einzelkraft bildet den Inhalt des sog. „Hebelgesetzes". Hierbei 
ergiebt sich, wenn die Kräfte entgegengesetzt gleich sind, eine be- 
merkenswerte Besonderheit. £s rückt nämlich der Angril^unkt 
der Resultierenden ins Unendliche, während gleichzeitig ihre Gröläe 
unendlich klein wird. Ein Kräftepuar (d. h. ein Paar entgegengesetzt 
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gleicher und paralleler Kräfte) ist also äquivcderU einer unettdlich kleinen 
Kraft, welche an einem unetuÜicli langen Häidarm wirJct. 

Nun geht man aber, mn die Darstellung elementarer zu halten, 
der Betrachtung unendlich kleiner Kräfte und unendlich grofeer Arme 
gemeinhin aus dem Wege. Infolgedessen ist man gezwungen, das 
KrUftepaar als ein nicht weiter reduzierbares Element der Statik des 
starren Körpers anzusehen. Femer wird es nötig, die Zusammensetzung 
und Zerlegung der Kräftepaare in ähnlicher Weise zu diskutieren, wie 
die der Kräfte. Neuer Axiome bedarf man zu diesem Zwecke nicht, 
weil ja vermöge der Definition der Kräftepaare die Frage nach dem 
Gleichgewicht der Paare zurückgeführt werden kann auf die Frage 
nach dem Gleichgewicht der Kräfte. 

Das Ergebnis dieser Untersuchung fassen wir folgen dermafsea zu- 
sammen: Wir repi^entieren das Paar durch einen Veldor, welchen wir 
senkrecht auf der durch die Kräfte des Paares gelegten Ebene nach 
derjenigen Seite hin abtragen, von der aus gesehen die Kräfte im Sinne 
des Uhrzeigers zu wirken scheinen. Die Länge des Vektors macheu 
wir (ia dem ein für allemal gewählten Centime termafsstahe) gleich dem 
„Moment des Paares" d. h. gleich dem Produkt aus der Gröfse der 
Kräfte in ihren kürzesten Abstand. Der Anfangspunkt unseres Vektors 
kann dabei beliebig in der Ebene des Paares oder auch beliebig im 
Räume angenommen werden. Alsdann gilt der Satz: Zwei Kräftepaare 
setzen sich so sitsammen, dafs sich die zugehörigen Vektoren geometrisch 
addieren. Durch Zusarmnensetewig meiircrer Paare entsteht imtner wieder 
ein Paar. 

Kräffcepaare haben also, ebenso wie Kräfte, Vektorcharakter. Dabei 
müssen wir indessen folgenden Unterschied betonen. Der Vektor einer 
am starren Körper angreifenden Kraft dari' nur in seiner Richtung ver- 
schoben, der Vektor eines Paares dagegen beliebig parallel zu sich selbst 
im Räume transportiert werden. Der Vektor einer Kraft ist (in der 
Ausdruckaweiae von Herrn Budde) ein linienfiikhtiger , der eines Paares 
ein freier Vektor, d. h. ein Vektor mit gang wQlkürlichem Anhefhings- 
pimkte. 

Aus dem Vorstehenden ist ersichtlich, dafs ein bestimmtes Kräfte- 
paar hinsichtlich seiner statischen Wirkung in sehr mannigfaltiger 
Weise durch andere Kräftepaare ersetzt werden kann. In der That 
sind zwei Kräftepaare, welche bei der angegebenen Konstruktion den- 
selben Vektor ergeben, völlig äquivalent. Es ist daher geboten, die 
spezielle Vorstellung des Kräftepaares zurücktreten zu lassen uud sich 
nur an den repräsentierenden Vektor zu halten. Wir wollen diesem 
Umstände auch in der Bezeichnung Rechnung tragen und wollen statt 
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von einem Kräftepaar lieber von eiuer Dre/ikraß (oder i 
moniftii) reden. Die Richtung des der Drehkraft ihrer Definitio) 
nach zuffehörenden Vektors bezeichnen wir uuch als „Äxe der Dreb*« 
kraft"; den Sinn des Vektors markieren wir durch einen Pfeil, 
die kxe in solchem Sinne umgiebt, als die Kräfte des Paares t« 
der Axe ans gesehen za wirken scheinen. Die Dimension der D« 
kraft ist Kraft mal Hebelann {D = m7i)- Als Gegensatz zu dea 
Ausdrucke Drehkraft (Kräftepaar) gebrauchen wir vorübergehend < 
Wort Schi^ckraß (Einzelkraft). 

Wir mOesen iins nur baten, mit dem Ausdrucke Drehkraft die 
Voratellung zu verbinden, als ob die Drehkraft bestrebt w^e, um 
eine bestimmte gerade Linie zu drehen. Die EinfOhrung der Drehkraft ^ 
geschah ja hier auf rein statischem Wege. Von ihrer kinetischa 
Wirkung kann erst später die Rede sein, wenn wir über die Ma* 
Verteilung des Körpers beatimmte Vorauasetzungen gemacht haben werdet 
wo wir daim Überhaupt von der kinetischen Wirkung der Kräfte handelnLl 
Ebensowenig soll natürlich durch die Bezeichnung Scbiebekraft die Vop^fl 
Stellung erwep-kt werden, als ob die kinetiachL' Wirkung der Schiebt 
kraft notwendig in einer Parallelverschiebimg bestände. 

Wir geben nun auf das allgemeine Problem der Statik ein, setzenH 
also voraus, dals die Kräfte in beliebiger Weise räumlich durch den 
starren Körper verteilt sind. Wir verfahren dabei wie üblich folgender- 
malsen: Wir nehmen einen beliebigen Funkt als lirsugsjtunkt an 
und legen durch diesen zu jedem der gegebenen Kraftvektoren einen 
gleichsinnigen und einen entgegen sinnigen Vektor hindurch. Die ge- 
gebenen Kräfte fassen wir mit den entgegengerichteten Kräften durch 
je zu einem Kräftepaar zusammen und ersetzen letzteres nach der 
obigen Regel durch den Vektor einer Drehkraft, wobei wir als Anfangs- 
punkt des Vektors passend den Bezugspunkt wählen werden. Wir 
erhalten so ebensoviele Drehkräfte, als die Anzahl der ursprünglichen 
Kräfte betrug. Alle diese Drehkräfte setzen wir zn einer resultieren- 
den Drehkraft D zusammen, deren Axe durL'h geben möge. Ka 
bleiben dann noch die den gegebeneu gleichgerichteten Kräfte (Schiebe- 
kräfte) durch übrig. Auch diese setzen sich zu einer Resultieren- 
den S zusammen. Daher der Satz: 

Ein beliefiiffes an unser«« starren Körper angreifendes Ära 
lä/st sicii ersetzen ilurdi die Kombination einer von änem Mid 
Pttnkte auslaufenden Sckiebeirafl S und einer DrdihTnfl D. 

Wir erwähnen noch die allgemeine Regel zur Berechnung i 
und D. Es sei P, eine der aii unserem Körper angreifenden Kri 
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und Fi', Pr", Pr die Projektionen des Vektors P,- auf die Axen eines 
rechtwinkligen Koordinatenaystems, dessen Anfangspunkt mit dem Be- 
zugspunkte zusammenfällt. Femer mögen Xi, Yj, Z; die Koordinaten 
des Angriffspunktes von Pi und S^, S", S- bez. D', D', D' die Kompo- 
nenten von S und D sein. Dann haben wir 

jS'=ZP.', S''=EP,^, 8' = i:Pr, 

\l)'=i:(P<'Y—P.^Z.),D'^=2](P('Zi—PrX,^,D'=2:(P.^X^Pi'Y,). 

Diese sehr bekannten Formeln sind der unmittelbare analytische Aus- 
druck für die oben geschilderte geometrische Konstruktion von S und D. 
Man nennt jS', S^, S% D', D". D' kurzweg die Eoordinaien des (am 
starren Körper angreifenden) Kraßsysteim. 

Im allgemeinen wird die Richtung von 5 mit der Axe von D 
einen Winkel bilden, welcher auJ^er von der Beschaffenheit des ge- 
gebenen Kraftaystems auch von der Auswahl des Bezugspunktes abhängt. 
Wir können nun aber den Punkt stets so annehmen, dafs die Vektoren 
S und D ihrer Richtung nach gerade zusammenfallen, wobei noch 
auf einer bestimmten Geraden nach Belieben gewählt werden kann. 
Das solcherweise entstehende einfachste Äquivalent eines allgemeinen 
Kraftsjstems — eine Schiebekraft verbunden mit einer Drehkraft, 
welche die Richtung der Schiebekraft zur Äie hat — werden wir eine 
Schraube (oder genauer eine Kraftschraube) nennen. Wir können dann 
die GrSIaen S", . . ., jy, . . . auch als Koordinaten der Krafischraube 
bezeichnen und können den obigen Satz folgeadermafsen präzisieren: 

Ein helieinges an tiiiserem sbirren Körper angreifendes Kraftst/stem 
läfst sidi stets als eine Schraube auffassen, deren Koordinaten durch (l) 
bestimmt sind. 

Legt man den Bezugspunkt speziell anf die Axe der Schraube, 
so werden die Komponenten von S denen von /) proportional. Viel- 
fach wird man indessen auf die zuletzt besprochene Vereinfachung 
in den Formeln verzichten und wird es vorziehen, diesem Punkt eine 
durch die Natur des Problems ausgezeichnete Lage zu geben, was ims 
natfirlicb nicht bindert, das Kraftsyetem auch dann noch als eine 
(allerdings nicht durch hindurchgöbende) Schraube vorzustellen. So 
wählt man bei dem frei beweglichen starren Körper gerne den Schwer- 
pimkt zum Bezugspunkt; dieselbe Wahl werden wir später treffen, 
wenn wir den auf einer Ebene beweglichen Kreisel behandeln werden. 
Andrerseits ist es geboten im Falle des (allgemeinen oder symmetrischen) 
Kreisels den Bezugspunkt durcbgeheads in den festen Unters tützongs- 
punkt zu legen. Konstruieren wir uns alsdann im Funkte die Dreh- 
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kraft und die Schiebekraft, so werden wir von diesen weiterhin mir 
die erstere zu berücksichtigen haben. 

In der That, welches auch im Einzelnen die Umstände sein mögen, 
die die feste Lage des Unteratützungspunktea bewirken, jedenfalls 
müssen sie der im Punkte Angreifenden Schiebekraft eine gleich 
grofse Widerstandskraft entgegensetzen. Diese Widers tandsiiraft heUät 
die BeakHonslraß des Unlersfützanffspunictes. Der Gröfse nach ist sie 
gleich der oben gefundenen Resultierenden S, der Richtung nach 
ihr enl^gengesetzt. Fügen wir diese Keaktionskraft unserem Kraft 
System hinzu, so wird die Schiebekraft S gerade aufgehoben, während 
die Drehkraft genau den früheren Betrag Z) behält- Wir werden also 
wirklich von dem Auftreten der Schiebekraft zunächst vollkommen ab- 
sehen können und werden auf die^ nur gelegentlich spater zurück- 
zukommen brauchen, wenn wir jj^ Druck berechnen werden, welchen 
die Unterlage des Kreisels bei dessen Bewegung auszuhalten hat. 

Gleichzeitig vereinfachen sich unsere obigen allgemeinen Sätze im 
vorliegenden Falle. Wir können sagen: 

Das alUftnieinsie an unserem Kreisel antfreif'etulc Krajlsjfskm kann 
mit Biicksicfit imf die feste Lage des Untersliitsungspunkles ersetzt werden 
durch eine einsdne DreMraft. — 

Man beachte die schöne Analogie, welche zwischen unseren statischen 
Sätzen und den zu Beginn der Vorlesung entwickelten kinematischen 
Sätzen besteht. Die Analogie liegt so, dals filr den freien Körper 
Drehkräfte und (unendlich kleine) Parallelverschiebungen, andererseits 
Schiebekriifte und (unendlich kleine) Drehungen verglichen werden 
müssen. Dasselbe geometrische Gebilde, die Schraube, erscheint das 
eine Mal als Bewegungsschraube, das andere Mal als Kraftschraube. 
Beim Kreisel treten Drehkräfte und (unendlich kleine) Drehungen um 
direkt in Parallele. Beide werden durch Vektoren repräsentiert. 

Aulserdem bemerke man, dafs der Kreisel in statischer Hinsicht 
dem einzelnen Massenpnnkte an Einfachheit nicht nachsteht. Die Mög- 
lichkeit der späteren elementargeometriachen Entwickelungen zur Kreisel- 
theorie beniht wesentlich auf diesem Umstände. 

Als Beispiel besprechen wir den besonders einfachen Fall, in dem 
das ursprüngliche Kraftsystom dnrch die Schwere Wirkung geliefert wird. 
Auf jedes Teilchen dm des Kreisels wirkt infolge der Gravitation die 
Kraft gdm vertikal nach unten. 

Wir nehmen ein X, ¥. Z, Koordinatensystem mit dem Anfangs- 
punkte in und der Z-kxe vertikal nach oben. Aus den Gleichungen 
(1) ergiebt sich dann unmittelbar, unter tu die Gesammtmasse des 
Kreisels, unter |, ij, £ die Ki)ürdinnten des Schwerpunktes verstanden: 



D' = 
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S' = 0, S* = 0, S' = —gl dm = — mg, 
g f Ydm ■^ — mgrj, D« ^ g i Xdm = mg i, ly = 0. 



Wir kommeQ also zu der sehr bekannten Thatsacbe, dafe die Schtvere- 
irirkung diesdhe ist, wie wenn eine EimeUcraß mm Betrage mg senkreckt 
»ach unten im Schwerputihte angriffe. 

Bei dem symmetrischen Kreisel liegt der Schwerpunkt offenbar 
entweder auf der Figurenaie oder auf ihrer Verlängerung über 




hinaus. Sei E die Entfernung des Schwerpunktes S von 0, und & 
wie frülier der Winkel zwischen der Figurenaxe und der Vertikalen 
Dann hat der Vektor D die Länge 

mgEain&; 
der Richtung nach steht er sowohl auf der Vertikalen wie auf der 
Figurenase aenkrecJht. Erinnern wir uns femer der Definition der 
Enotenlinie von pag. 7, so können wir sagen: Der Vektor D fällt in 
die Knotenlinie oder in ihre Verlängerung über hinaus, Je nachdem 
S auf der Figurenaxe oder auf Uirer Verlängerung liegt. Statt dessen 
können wir uns auch so ausdrücken, dafs wir sagen: Der Vektor i> 
fällt immer in die Knotenlinie und zwar betr^ seine QrÖfse: 
D=Psinft. P = :^mgE, 

wobei das obere oder untere Vorzeichen zu wählen ist, je nachdem der 
Schwerpunkt oberhalb oder unterhalb des Unterstützongspunktes (sc. bei 
vertikal aufgerichteter Figurenaie) gelegen ist. Die letztere Ausdrucks- 
weise, welche wir später acceptieren werden, hat den Vorteil, dafs wir 
die beiden unterschiedenen Fälle zuvörderst gleichmÜfsig behandeln und 
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durch (iiü einfachen Bedingungen P > und P < nachträglich von 
einander trennen können. 

Ebenso, wie es in dem letzten Beispiele der Fall war, setzt man 
gewöhnlich Htillschweigend voraus, dals die Kräfte, um die es sich in 
der Statik bandelt, kontinuierlich wirkende Kräfte sind. Man über- 
sieht aber sofort, dafs alle unsere Ausführungen auch fQr Stofakrüfta 
gOltig bleiben, sofern die sämmtlichen StÖfse nur gleichzeitig erfolgen. 
In der That überträgt sich jede Aussage über kontinuierliche Kräfte 
sofort auf Stnlskräft«, (vgl. die Definition der letzteren von pag. 70). 
Als Analogen zu dem Begriffe der Drehkraft werden wir dabei d«n 
Begriff des Dreiistofses einführen, d. h. den Inbegriff eines Paares gleich 
grofser entgegengesetzt gerichteter paralleler Schiebcstüfse. Grö&e, Ax« 
und Sinn des Drehstolses bestimmen sich ebenso wie bei der Dreh- 
kraft aus dem Moment und der Lage der das Paar konstituierenden 
Einzelkräfte. Die Dimension dos Drehstofses ist \D\ =• m --■ Wir 
sprechen daher die allgemeinen Sätze aus: 

/Jrt5 allffcmmnstc an einem fra fieweglichen starren Körper an- 
greifende Sjfsteni von Stoßkräften läfst sich stets ersetseti durch eine ein- 
sä/ne Schraube (gencmer gesagt: eine Stofsschraithe). 
und: 

Bm (ülffemeinste System von Stofshräften, welches Wgendmc in den 
Punkten unseres Kreisels angreift, läfst sich stets auffassen tüs an ein- 
eeiner Vrehstofs and läfst sich also darstellen durch einen einzelnen von 
a^sloMfendm Vektor. 

In der bisher auseinandergesetzten Form ist die Statik, wie 
erwähnt, von Poinsot begründet worden, (bei dem allerdings das 
Wort „Schraube" noch nicht vorkommt). Sein grundlegendes Werk 
cVtnmts de statiqite, erschien zuerst im Jahre 1803; seitdem folgte ein© 
aulserordentlich grofse Zahl von Auflagen. Man wolle dort die Beweise 
der vorstehend mitgeteilten Satze nachlesen. Mit der projektiven Qeo- 
metrie ivurde die Statik von Moebins, speziell mit der Liniengeometrie 
von Plücker in Verbindung gesetzt. Von neueren Darstellungen 
nennen wir neben der schon früher zitierten Schraube ntheorie von 
Ball insbesondere das zweibändige Lehrbuch von Routh*), ÄnnlyUeal 
Statics, welches sich durch Präziston und Reichhaltigkeit besonders 
empfehlen dürfte. — 

Wir gehen nun noch auf die eingangs erwähnte andere Methode 
zur Begründung der Statik ein, welche im Wesentlichen von Lagrange 
henUhrt. Sie besitzt gegenüber der bisher besprochenen Poinsotschen 

•) Cambriilge, 2'" Auflage IBO&. 
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Darstellung den Vorzug grö&erer VuraUgemeinenmgsfSliigkeit, wofür 
sie auf der anderen Seite weniger elementar erscheinen dürfte als jene. 
Nach dieser Methode leiten wir die Zusammenseteung der Kräfte aus 
der Zusammcnscteaiig der Arhcitsyrofsen ab, welche die Eiüfte bei einer 
unendlich kleinen Verröckung des starren Körpers leisten. 

Wir stellen uns wieder vor, dalä auf unseren Körper ein beliebigea 
System von Kräften P, mit beliebigen Angriffspunkten wirkt. Die 
Gesamtarbeit dA unseres Kraftsystems setzen wir zusammen aus den 
sämtlichen Teilarbeiten dA,- der Einzelkräfte P^. Dabei benutzen wir 
den allgemeinen Grundsatz: Dif- Arbeit ist von der Wahl des Koordinaten- 
systems unabltämfjff; sie ist eine shüare Gröfse; mehrere Arbeitscpianla 
setzen sicfi eusammm, wie skalare Grofsen, sie addieren sidi im aige- 
braisthen Sinne. 

Nach p»g. 75 beträgt die Arbeit, welche die Kraft P* bei einer 
unendlich kleineu Verrückung ihres Angriffspunktes leistet: 

dA, = {F/x- + P/y/+ Pi-gOdt, 
unter P,^, P/, P;' die Komponenten von P{, unter Xi, yi, Xi die Ko- 
ordinaten ihres Angriffspunktes bezüglich eines im Räume festen Koordi- 
natensystems (x, y, s) verstanden. Mithin ergiebt sich die Gesamt- 
arbeit zu 

dÄ = ZdAi = SlPi'Xi' -}- P/Jyt' -f- Pi'i/'idt. 

Wir erinnern uns nun der Ergebnisse des ersten Kapitels, nach welchem 
jede unendlich kleine Verrückung eines starren Körpers aus einer 
Parallel Verschiebung und etaer Drehung besteht und durch die Becha 
Geschwindigkeitskoordinaten x', y\ z, p, i/, r analytisch dargestellt 
werden kann (vgl. pag. 47). Durch diese Koordinaten drücken wir 
zunächst die Geschwindigkeit (j;/, j/,', «/) des Angriffspunktes von Pf 
»US. Infolge der Parallelverachiehung erhält der Angriffspunkt von 
P( (ebenso wie jeder Punkt des Körpers) die Geschwindigkeit (a;', y, /); 
infolge der Drehung gewinnt er (s. Gl. (3') von pag. 41) die Ge- 
schwindigkeit 

(- l'.r -(- 2,.g, — Z..;i + Xr, — Xj -(- I». 
Mithin beträgt die resultierende Geschwindigkeit des Angriffspunktes 
von P,: 

x; = x- - Yir + Ziq, 

y- = y-- ZiP + Xr, 

£,-' = s' — X,g + Zip. 
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1 unseren obigen Ausdruck für die Gesamt- 



arbeit ein. Derselbe schreibt sich danu folgend ennalsen: 



(2) 



dÄ = 
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(3) 



S'^£P/', S'' = 2:P.\ S'=EP;-. 
D' = £(P.' K - P,>^,). ^ = E(PfZt - -P/X,), 



Es sinJ dieses genau dieselben GfröIseD, welche oben in den 
Gleichungen (1) auftraten. 

Wir wollen uns ihre Bedeutung unabhängig Ton dem früher ge- 
sagten klar machen, wobei wir zu einer neuen einfachen Definition 
dieser Grofaen gelangen. Nach Hleichung (2) ist S' das Verhältnis der- 
jenigen Arbeit, welche unser Kraftayatem bei einer Verschiebung des 
Körpers in der Richtung der .r-Axe leistet, zu der Grofae dieser Ver- 
schiebung. Ebenso ist jy gleich dem Verhältnis derjenigen Arbeit, 
welche unser Kraftaystem bei einer reinen Drehung des Körpers um 
die Aie X oder, was auf dasselbe herauskommt, um die Axe x leistet, 
zu der Gröfse des Drehungswinkela. Die Gröfsen S'. . . ., T)', . . . haben 
also eine ganz analoge Bedeutung, wie die Komponenten P', . . . der 
an einem einzelnen Massenpunkte angreifenden Kraft P, welche ja 
ihrerseits ursprflnglich als das Verhältnis eines gewissen Arbeitsquantums 
zu einer gewissen unendlich kleinen Bewegung definiert waren (vgl. 
pag. 70). Infolgedesaon liegt es nahe, den Begriff der Kraft von dem 
einzelnen Massenpunkte auf unsern starren Körper zu erweitern. Wir 
werden kurz, von einer an dem starren Körper angreifenden Gesamt- 
hrafl sprechen können, u-elche detn gegditmen System der Eimelkräfte 
äquivalent ist. Dieselbe zerlegt sich in eine Schiebekraft S und eine 
DrehJcraß D, welche letztere je in drei Komponenten nach den Koordi^ 
ncUenaxen aufgehist werden können. Die GrÖfsen S*, S*", S'. D*, D", D* 
werden wir wieder als die Koordinaten unserer Gesamtkraft bezeichnen, 
ähnlich wie wir die Groben x\ y, z, p, 5. r die Koordinaten der 
instantanen Geschwindigkeit genannt haben. Dann können wir kurz 
sagen: 

Die Koordinaten der Kraß sind ihrer Definition »ach nichts anderes 
als die Faktoren, welche in dem Äiisdruekc für die Arbeit die Koordi- 
naten der Geschwindigkeit muUipUsicreti. 

Handelt es sich speziell um einen Körper mit festem UnterstUtzungs- 
punkte, in welchem Falle wir wie oben diesen Punkt zum Bezugs- 
punkte nehmen werden, so haben wir fllr die Schiebegeschwindigkeit 
x ^ ij ^ z' ^ und können Ton der Schiebekraft S', S", S' ab- 
strahieren. Die Drehkraft dagegen wird wieder geniiu durch die Glei- 
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chungea (3) definiert, Die Oesomtarbeit, welche diese Drehkrafl bei 
der unendlich kleinen Verrückung (p, q, r)dt leistet, ist aladann 

(2") flA = (jO'p + D^q + D'r)dt. 

Die jetzige Definition der Dreh- und Schiebekraft ist in vieler 
Hinsicht der früheren vorzuziehen, da sie unmittelbar an den Begrifi 
der Kraft beim einzelnen Masaenpunkte anknüpft; insbesondere über- 
hebt sie uns der Einführung des Begriffes der Kräftepaare, welchen 
wir früher vorübergehend nötig hatten. Dafs die neue und die alte 
Definition auf dasselbe hinauskommen, lehrt die Vergleichung der 
Ausdrücke (1) und (3). 

Wir konnten jetzt von Neuem die sämtlichen Lehren der elemen- 
taren Statik entwickeln; insbesondere würde dabei die Thatsache, dafs 
Schiebekräfte und Drehkräfte sich wie linienfiüchtige bez. freie Vektoren 
zusammensetzen, als unmittelbare Folge der entsprechenden Zusammen- 
setzung von Geschwindigkeiten und unseres obigen Gmndsatzes erscheinen, 
nach welchem Arbeitsquanten sich wie skalare Gröfsen addieren. 

In solcher Weise ist die Statik, wie erwähnt, von Lagrange 
in seiner berühmten niikanique analytique begründet worden. Wenn 
wir oben die Zusammensetzung der Kräfte an den Ausdruck für die 
Arbeit anknüpften, so ist dieses im Wesentlichen dasselbe, wie wenn 
wir nach dem Vorgange von Lagrange das Gleichgewicht eines Systems 
auf Gnmd des Primips der virtuellen Verrikhttigcii beurteilen. In der 
That sagt dieses P rinzi p bekanntlich aus, dals an einem beliebigen 
System gegebene Kräfte sich dann im Gleichgewicht beündeu, wenn 
bei jeder möglichen unendlich kleinen Verrückuug die von ihnen 
geleistete Arbeit verschwindet, oder etwas allgemeiner ausgedrückt, dafs 
zwei verschiedene Kraftsysteme einander dann äquivalent sind, wenn 
bei jeder möglichen Verrückung die von beiden geleistete Arbeit die 
gleiche ist. In Übereinstimmung mit diesem Prinzipe haben wir oben 
das gegebene Kraftaystera der P, durch die Kombination einer Schiebe- 
kraft S und einer Drehkraft D ersetzt. Nur die Ausdrucks weise war 
etwas anders, wie bei Lagrange, zu dessen Zeit der Begriff vmd die 
Bezeichnung der Arbeit noch nicht geläufig waren. — 

Wir wollen sehliefslich den Ausdruck für die Arbeit benutzen, 
um, ebenso wie beim einzelnen Massenpunkte geschehen, eine Verab- 
redung darüber zu treffen , was wir unter den „verallgemeinerten Koordi- 
italen eines Kraflsi/stems" verstehen. Dabei gehen wir ganz analog vor, 
wie pag. 7S bei dem einzelnen Massenpunkt. 

Offenbar können wir den instiintanen Bewe-giingszustund des starren 
Körpers statt durch die GrÖfsen x\ y, /, p, j, *■ noch in äufserst 
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mannigfacher Weise durch sechs andere Parameter festlegen. Die nächst- 
liegende Abänderung wäre die, iJals wir den Bezugspunkt anders wählen 
und aufserdem die Lage des ^rya-Sjstems im Räume und die des 
X yif- Systems im Köi'per variieren. Zerlegen wir nun nach der obigen 
Regel ein bestimmtes Kraftsystem in Schiebekraft und Drehkraft, so 
werden wir für die Komponenten dieser Kräfte andere Werte finden 
wie früher. Ebenso werden sich die Koordinaten einer bestimmten 
unendlich kleinen Verrückung Ändern. Dagegen ist es klar, äa!s die 
Arbeit, welche ein bestimmtes Kraftsystem bei einer bestimmten nn- 
ondlich kleinen Verrückung leistet, genau den früheren Wert beibehalten 
mus3. Die Arbeit hat bei fester Wahl der Einheiten Ton Länge, Zeit 
und Masse einen festen numerischen Wert, welcher von der Wahl des 
Koordinatensystems unabhängig ist; sie ist (gegenüber Veränderung 
der Koordinatensysteme') eine absolute Invariante, wie wir sagen können. 

Wir werden aber darüber hinaus noch weit durchgreifendere Ände- 
rungen in der Koordinatenbestimmung des momentanen Bewegungs- 
zustandes vornehmen. Beispielsweise werden wir die instaotane Drehung 
statt durch die GrÖfsen j>, q, r durch die Änderungen der Eulerachen 
Winkel ip, ip', &■' festlegen, femer könnten wir (etwa wie im vorigen 
Paragraphen geschehen) die Lage und Geschwindigkeit des Bezugs- 
punktes durch die Gröfae und die Gröfsenändemng dreier krummliniger 
Koordinaten |, ij, £ bestimmen. Die allgemeinste Annahme wird die 
sein, daia wir die x', y, s , p, q, r gleich beliebigen linearen Funktionen 
von beliebigen sechs Geschwindigkeitsparametem |', tj', 5', <p', ^', ©■' setzen 
mit Koeffizienten, die noch von den Werten der £, i), £, <p, if-, fr seibat 
abhängen. Es fragt sich, wie die Koordinaten des Kraftsystems dabei 
geändert werden oder richtiger, was wir jetzt unter dem Worte „Koordi- 
naten des Kraftsystema" verstehen wollen. Wir treffen diesbezüglich 
folgende Festsetzung: 

Wir führen in den Ausdruck (2) ftlr die Arbeit die Werte der 
x\-.-r in den S',...fr' ein und ordnen den Ausdruck nach den letzteren 
GrÖfsen. Dann definieren mr als die su den Geschwindigfcdtskoordi- 
nafen |', tj' f, tp', ii, %■' gehörigen Koordinaten des Kraftsystems diejenigett 
GrÖfsen, velcJie bez. als Faktoren von %', »;', §', <p', ^', &' auftreten. Diese 
Definition der Kraftkomponenten befindet sich in der That in genauer 
Analogie zu unserer Definition des Wortes beim einzelnen Masaen- 
punkte. Beispielsweise bedeutet nämlich die zu % gehörige Kraft- 
koordinate das Verhältnis deijenigen Arbeit, welche unser Kraftsystem 
bei einer Verrückiing dt, leistet, zu dieser Verrückung. 

Offenbar werden die neuen Kraftkoordinaten lineare Funktionen der 
alten u. zw, sehen die Substitutionsgleichungeu , welche von letzteren 
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zu erstereii führen, ganz ähnlk-h atis, wie die SubHtitiitiousgleichuDgen 
welcbe die alten Öeschwiiitligkeitskoordinaten durch die neuen aus- 
drScken; ea sind nur die Koeffizienten der horizontalen nnd der verti- 
kalen Reihen gegen einander vertauscht. Diese Thatsache drücken wir 
kurz so ans, dals wir sagen: 

Auf Grund unserer Definition der vertdl/femeinerten Kraftkoordinaten 
v^halten süJi diese aäetnal 2U den Geschtoindigkeitskoordinaten kontrar 
grfidient. 

Den entsprechenden Satz oder richtiger die entsprechende Fest- 
setzung haben wir schon pag. 79 ftJr die Kraftkoordinaten am einzelnen 
Massenpunkte ausgesprocben. 



§ 3. Der Impulabegiiff beim allgemeinen Kreisel. Zusanunenhang 

swiscben Impuls- und Drebungsvaktor. Beziehung zum Ausdrucke 

der lebendigen Kraft. 

Wir macheu nun den tibergang von der Statik zur Kinetik, fragen 
also nach dem Zusammenhange zwischen der Bewegung und den die 
Bewegung verursachenden Krälteu. Hierbei wird die Massen Verteilung 
des Körpers von entacbeidender Wichtigkeit, so dafs wir weiterhin den 
allgemeinen und den symmetriscben Kreisel gesondert behandeln werden. 

An die Spitze der Kinetik stellen wir wie beim einzelnen Masaen- 
punkte den Begriff des Impulses. Wir erläutern diesen Begriff zu- 
nächst im Falle des frei beweglichen starren Körpers, um von hier aus 
sogleich zu dem in einem seiner Punkte befestigten Körper Überzugehen. 

Die Definition des Impulses ist folgende: 

Wir betrachten den starren Körper in einem beliebigen Bewegnngs- 
zustande und fragen nach irgend einem System von Stofskräften, 
welches im Stande ist, den Körper in seiner augeji blicklichen Lage 
momentan aus der Ruhe in den fraglichen Bewegungszustand überzu- 
fthren. Ditses oder irgend ein ilim Öquivakntes System ron Stofskrc^en 
heißt der Impuls des Körpers. 

Mit Rücksicht auf die Untersuchungen des, vorigen Paragraphen 
können wir sofort folgende Sätze aussprechen: 

Der Impuls des frei beweglieheti starren Körprrs besteht aus der Kombi- 
nation eines Schi^stofses und eines Drehstofses; er kann kurzweg ah 
eine Schrauhe aufgefafat werden. 
Und: 

Der Impuls eines starren Körpers mit festem Unterstüteungspunkte 
ist rin einzelner Drefistofs; wir können ihn unter dem einfachen Bilde 
eines ron auslaufenden Vekiiirs sehen. 



Indem wir bei dem letzteren Falle bleiben, ziehen wir neben dem 
statischen Vektor des Impulses den kinematischen der Dreh gesch windig- 
keit in Betracht. 

Es wird eine erste Aufguhe der Kinetik des Kreisels sein, die gegen- 
seitige Ähhängigheit dieser beiden Vektoren feststustellen. 

Zu dem Zwecke operieren wir so, dafa wir einerseits die Ge- 
schwindigkeiten andererseits die Impulse aller einzelnen Massenteilchen 
betrachten, aus denen sich der Kreisel aufbaut. 

Wir nehmen vorab die Ase der Drehgeschwindigkeit zur ersten 
Koordinate naxe eines rechtwinkligen Koordinatonsystems X YZ, welches 
eine unveränderliche Lage gegen den Körper hat, und dessen Anfangs- 
punkt mit dem Unterstütznngspunkte zusammonfällt. Die Kompo- 
nenten des Impuls Vektors nach den Koordinatenaxen bezeichnen wir 
mit L, M, N, die des Drehungsvektors wie früher mit p, q, r. Nach 
Voraussetzung hat von letzteren nur p einen von Null verschiedeneJi 
Wert. 

Betrachten wir jetzt irgend ein Teilchen P des Körpers von der 
Masse dm. Vermöge der Drehimg um die X-Astf besitzt unser Teilchen 
eine Lineargeschwindigkeit 

Die StoBskraft, welche erforderlich ist, um diese Geschwindigkeit 
momentan zu erzeugen, hat die Gröfse vdm; ihre Komponenten nach 
den drei Koordinatenaxen betragen, wie mau leicht erkennt, bez. 
0, —pZdm, pYdm. 
Solcher Stofskräfte mögen nun auf unsem Körper so viele wirken, 
ab wir Teilchen P unterscheiden mögen. Die Drehkraft, welche zu 
dem System dieser Stolskräfte gehört, ist dann unser Impuls. Seine 
Komponenten berechnen sich nach der analytischen Regel von pag. 85 zu 

(X) L=pl{Y'*-\-Z^)dm, M=—pjYXdm, N=^pjZXdm, 

wo die Integrale Über die Gesamtmasse des Körpers zu erstrecken sind. 
Die vorstehenden Ausdrücke zeigen sofort, dafs der Vektor des Im- 
pulses im Allgemeinen von dem Vektor der Drehgeschwindigkeit der 
Richtung nach abweicht: während nach Annahme der Vektor der Dreh- 
geschwindigkeit in die X-Axe fällt, besitzt der Vektor des Impulses 
auch Komponenten in Richtung der Y- und 2-Axe. 

In ganz entsprechender Weise erhalten wir offenbar, wenn wir 
annehmen, dals die instantane Drehung um die Y- oder Z-Ajie erfolgt, 
durch cyklische Vertauschung die folgenden Werte für die Komponenten 
des zugehörigen Impulses: 



1^ 
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qjxYdm, M—qj(Z'+X'}dm, ll— — (ijZYdm 



XZdm, M- 



■d 



YZdiii 



N. 



rfiX'+Tyi,«. 



Der 


zugehörige Impuls 


lautet daher: 






i= 


rj{Y-+Z')di 


i~qfxYdii, 




-rf XZdm, 


M- 


-jyjYXdm 


+ qj\z'+X 


•)d, 


i-rj YZdm, 


N- 


-pizXdm 


-qJzYd. 




+,J\x'+Y^dm. 



bez. 

(i")i- 

Au3 deu vorstehenden Gleichungen ergieht aicli aber auch sofort 
der Impuls bei allgemeiner Li^ des Drehungavektora. Wie wir wissen, 
setzen sich sowohl Drehgeschwindigkeiten als Drehkräfte (Impulse) wie 
Vektoren zusammen, d. b. so dalä sich ihre Komponenten einfach 
addieren. Demnach entspricht einer Drehung (p, q, r) um die Axe 
p'.q.r ein Impuls, dessen Komponenten bez. gleich der Summe der 
in den Gleichungen (1), (1') und (1") berechneten Impulskomponenten 
sind. 



(2) 



Die vorstehenden Gleichungen nehmen sofort eine sehr Dbersicht* 
liebe Form an, wenn wir die folgende quadratische Form der Ge- 
schwindigkei tskoo rdi d aten 

- 2qrJYZdm — 2rpJ ZXdm - 2pqJ X¥dm\ 

einfuhren. Dann ergUht sich nämlich einfadt 

(4) i = |^, M=^J, N=^J- 

*• ' cp' rq' er 

Wir fragen nach der mechaniBchen Bedentui^ unserer quadra- 
tischen Form T. Es zeigt sich, dafe T die lebendige Kraß des Kreisels, 
d. h. diejenige Arbeit ist, wdchc der Imjnds 6ei der Ereeugttng des in- 
sbintanen Betcegungssimtafuies leistet. 

In der That, berechnen wir diese Arbeit, indem wir sie zunächst 
aus den Einzelarbeiten zusammensetzen, welche die an den Massen- 
teilchen des Körpers angreifenden Einzelimpulse liefern. Nach pag. 75 
H beträgt die Arbeit, welche an dem Massenteilchen dm bei der Erzeugimg 

B der Geschwindigkeit {x', y', s') geleistet wird. 



(M- 



iC^'^ + y'^ + ^'^rf»"- 
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Die Qeaamtarbeit berechnet sich hieraus durch Integrstioa über die 

f^nze Mause des Körpers; sie wird 

Ij (^"- -h y'' + ^' ')<'>" ■ 

Diesen Ausdruck formen wir um, indem wir die Drehgeschwindigkeit 
p, q, r einföhren. Die hierzu erforderlichen Ausdrücke der x', y', s' 
haben wir pag. 41 het^jestellt. Wir erhalten daraufhin: 

\j'\ (- 2q + rr)" + (- Xr + Zp)> + (- Yj, + X,)'! ,i«. 

Die Ausrechnung dieses Ausdrucks liefert aber gerade die rechte Seit« 
der Gleichung (3). Wir werden also sagen: 

Z*w ybmdigi- Kraft des Kreisels ist eine homogew qua/tratischp 
jhmktion t/er Komponenten des Drekungsvekfors mit konstantett, <i. Ä. nur 
von der MassenverteHutu/ den KörjM^s abhängigen Koeffüsienten. 

Nachdem wir die Bedeutung von T erkanut haben, können wir 
die Qleichungeu (4) als das genaue Analogon zu den pag. 76 fUr den 
einzelnen Massenpunkt angegebenen tileichuugen (7) aussprechen. 

Wir werden den Ausdruck der lebendigen Kraft noch in eine 
Reihe anderer interessanter Foiinen achreiben. Zunächst bemerken wir, 
dalä nach einem bekannten Satz über homogene Funktionen 

Mit Itücksicht Ruf die Gleichungen (4J können wir statt dessen 
schreiben 

(6) T-'^(j,L + qM + rN). 

Diese Forme! drücken wir in Worten folgendermaßen aus: 

/>»> k-bmdige Kraft ist gleich dtiti ItaUien Produkt aus der Grüße 
den Impulsvekiors in die Prajekii^^n des Drehungsveklors auf jaien (oder 
auc}i gleich dem halben Produkt aus iler (iröfse des Drehungsvektors in 
die Projektion des Jmpuhwektors auf diesen). 

In der Sprache der Vektorannlysis (vgl. pag. G2) können wir hier- 
für auch kurz sagen; 

Die lebendige Kraft ist gleich ih^m W>m skalaren Produkt ims dem ' 
Vektor des Impulses und ihm der Drehmtg. 

Ohne auf den Aufbau des starren Körpers aus seinen einseinen 
Massenteilchen, wie hier geschehen, einzugehen, hätten wir die letzte 
Formel auch direkt aus der Betrachtung des äesamtsjstems erschlielsen 
können, indem wir eine pag. 75 gegebene Betrachtung vom einzelnen 
Maasenpunkte direkt auf uuaem Fall übertragen. 
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Wir knüpfen an die Arbeit an, welche eine beliebige kontinuier- 
liche Drehkraft (Z)', Z)», D') an unserem Kreisel bei der Verrückung 
pdt,qdt, rät leistet. Diese betr^ nach Gleichung (2') von pag. 91: 

(6) dÄ = (D'p + D»q + D'r)dt. 

Hieraus leiten wir den Ausdruck für die endliche Arbeit, welche 
\mser Drehatolä L, M, N bei der Erzeugung der Drehung p, q, r 
leistet, d. h. eben den Ausdruck für die lebendige Kraft, durch Inte- 
gration nach der Zeit folgendenuafseu ab. 

Wir können unsem Drehstofs L, M, N auffassen als eine kon- 
tinuierliche Drehkraft von konstantem sehr groben Betrage und sehr 
kleiner Wirkungsdauer A/. Wir können also setzen: 

Ji Ji Ji 

(7) L=l D'dt=D'At, M=JD<'dt=D»M, N=J B-di=B't.t. 

Zu Beginn des Intervalles At ist die Drehgescbwindigkeit des Körpers 
gleich Null, am Ende von &f gleich {p, q, r). Wir müssen nun an- 
nehmen, dals in der Zwischenzeit die Geschwindigkeit gletclitnäfsig 
anwächst, so dals 



(8) 



jpdl—\pAI, jqdt = \qAI, jrAl- 



rAI. 



Integrieren wir darauf den Ausdruck (6) ftlr die Arbeit zwischen 
t^ und i ^ At, so erhalten wir mit Rücksicht auf (7) und (8) 



(9) 



T—JdA — D-Jpdt + Difqdl + D-J rdl 



-l(Lp + M,j + Ny). 



Wir kommen also gerade zur Gleichung (5) zurück. 

In den Gleichungen (4) haben wir T als Funktion der Geschwindig- 
keitskoordinaten j), q, r vorausgesetzt. Wir können aber T auch als 
Funktion der Impulskoordinaten berechnen. Es genfigt zu dem Zwecke 
die Gleichungen (2) nach p, q, r aufzulösen und die so gefundenen 
Werte der letzteren Qrölsen in (5) einzutragen. Aus (2) ergiebt sich 
zunächst 

(p = 4i,i + A^i^+ -^iN, 
(2') \q = A»L-\-A^M-\-A^N, 

[r = A,sL -^ A^^M -\- A^N, 

SI«lD-8aiaa»rf«ld, EkIwIIhwikuiib. T 
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wo die A^i die durch den Wert der Determinante dividierten ünter- 
determinanten des Koeffizientenschemas in (2) bedeuten und wo X,- * =Ati 
ist. Mit Rückaicht auf (5) bekommen wir nun für T folgenden Ausdruck: 

(3') T = liA^^L* -i- 2A^,LM -i h ■^^s^')- 

Als Futüition der Impuls/coordinaten aufgefasst wird T wteiierum eine 
homogene qiiadraUsche Form mit lonstanten Koeffizienten. 

Wir wollen noch die partiellen Diflferentialqnotienteii dieser Funktion 
nach L, M, N bilden. Offenbar werden diese gleich den rechten Seiten 
der Gleichungen (2'), so dafs wir die Relationen finden: 



ST 

'hrf' 



(4') P^sz' ? = e- 

Diese Gleichungen (4') stellen die Auflösung der Gleichungen (4) wt 
einer eigentümlich sifmmetrischen Form geschriclmt vor. Wohlgemerkt 
ist dabei T oben als Funktion der p, q, r, jetzt als Funktion der 
L, M, N vorausgesetzt. 

Die Gleichungen (4) oder die ilinen äquivalenten Gleichungen (4*) 
liefern die gesuchte Beziehung awiaohen Impuls- und Drehungsvektor 
in der allgemeinsten Form. Sie stellen die ersten und wichtigsten 
Gleichungen der Kinetik des Kreisels vor. Übrigens haben sie 
genau dieselbe Form wie die analogen Gleichungen beim einzelnen 
Massenpunkte (vgl. pag. 76). Wir können, beide Gleichungstripel 
zusammenfassend, die Aussage von pag. 77 wiederholen: 

Die Impuls-(Geschwindiglieits-}Komponenien sind die kocA den Ge- 
schuiindigkeifs-(ImpHls-)Komponenien genommenen partiellen Differential- 
quotienten der I^fendigen Kraft, toobei wir uns die letztere als Funktion 
der Geschwindigkeits-(Impals-)Kornponenten ausgedriiekt ssu denken htdten. 

Sodann bringen wir den Ausdruck der lebendigen Kraft mit dem 
Segriff der Trät/heilsmoniente in Zusammenhang. Bekanntlich bezeichnet 
man die Koeffizienten von 5 p', ^ q*, ^ r* iu dem Ausdrucke (3) als die 
Trägheitsmomente des Körpers bez. um die Azen X, Y, Z. Andrer- 
seits nennt man die Koeffizienten von — pq, — qr, — rp in dem- 
selben Ausdrucke gelegentlich „Tr^heitsprodukte" (oder auch „Ceatri- 
fugalmomente"). Femer wird das Trägheitsmoment M des Körpers 
um eine beliebige Axe durch die Gleichung definiert 

M=\Wdm, 

wo ß den Abstand des Teilchens dm von der betr. Ase bedeutet, und 
wo das Integral über die ganze Masse des Körpers 2u erstrecken ist. 
Zu demselben Integrale kommeu wir aber auch von dem Ausdrucke 
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der lebendigen Kraft aus. Bemerkon wir, dafa die LineargescLwiiidig- 
keit eines Teilchens dm unseres Körpers gleich dem Produkt aus der 
Winkelgeschwindigkeit des Körpers um die instantane Drehungaase in 
den Abstand des Teilchens von dieser Ase ist; bezeichnen wir eratere 
mit Q, letzteren mit R, so gilt demnach 

^'* + »'* + «'* = 0*^'- 
Mitbin wird 



(10) r-^J(i- + 

Den Ausdruck T = 



- ß* fBr die lebendige Kraft des starren 



Körpers vergleichen wir mit der Formel T = ^ ^^ ^^ ^^ lebendige 
Kraft des einzelnen Maaaenpunktes. Wir werden dann sagen können: 

Die lebendige Kraß den Krei^iels beredmei sich getiau ebenso aus 
der Winkelgeschwindigkeit und dem enr insfatdaiien Drehaxe gehörigen 
TragheUsmoment, wie die lä)endige Kraft des eineehien Punktes aus 
Oesckwindigkeit und Masse. 

Wir mögen die Gleichung (10) femer daKu benutzen, um den 
allgemeinen Ausdruck für M autzustellen. Bezeichnen wir die Rich- 
tungscosinus der inatantanen Drehungsaxe p'.q:r gegen das Eoor- 
dinatenkreuz XYZ mit a, ß, y, wobei 



a ' 



(11) 



ZXdm — 2cißfxTdm. 



80 ergiebt aich aus (10) und (3); 

\m= a^J{Y' + Z')dm + ß»f(Z'+X')dm 
— 2ßyj TZdm - 

Das Trägheitsmoment um eine beilege Axe (a, ß, y) ist <üso äne 
homogene quadratische Funktion der Richlungscosinus a, ß. y, und zwar 
hängt es von diesen Gröfsrn in ganz derselben Weise, ah, wie 2 T von den 
Gesdwmdigheitskotnponenten p, q, r. 

Wir fahren sodann den seit Foinsot nilgemein üblichen Begriff des 
Trägheitsellipsoides ein, indem wir zunächst auf der Axe (a, ß, y) die Strecke 

<f "^Y Tg ^ Eladiusvektor abtragen. Der Endpunkt dieser Strecke 
besitzt die Koordinaten 

l = ap, n = ß9> £ = >■(>■ 

Machen wir die gleiche Konatniktion für alle möglichen Aien {a,ß,y), 
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so entsteht eine Fläclie zweiten Qrades u. kw. ein Ellipsoid, welches 

die Oieichung bat 



1 



- 2r}i,fTZdm - 2t%fzXdm - 2iriJ 2 



IXYdm. 



Die drei Hauptaxen dieses Ellipaoides sind die sog. ffnuptträgheit»- 
axen. Denken wir uns die Koordinatenaxen X, ¥, Z in die Haupt- 
trägheitsaxen verlegt, ao müssen in der Gleichung des Trägheitsellip- 
soides die Produkte ij£, gg, |i; verschwinden. Die HaupürägheUmxen 
sind also dadurch aitsiff zeichnet, dafs in Beeng auf sie als Koordinaten- 
axen die Trägheit^rodukte gleich Null icerdmi. Die Oieichung des TrSg^ 
heitsellipsoides nimmt in diesen Koordinaten die Form an 

(12) \-Äl' + Sv' + CS', 

WO die Grölsen 



dvi. 



Unterstützungspunkt 



A = f{Y* + Z') dm, B^l (Z'-\- Ä'') 

die SempUrägheitsm&mentc in Bezug aul 
heiraen. 

Übrigens kann nicht jedes Ellipsoid als TrUgheiteellipsoid figurieren. 
Man erkennt nämlich aus den angegebenen Ausdrücken der A, S, C 
leicht, data diese Grölsen gewissen Ungleichungen genügen: 

A<B-i-G, S<C + A, C<A-^B, 
Ungleichungen, welche wir am einfachsten in die Aussage zusammen- 
fassen: Die A, B, C sind Seiten eines möglichen geradlinigen Dreiecks, 
Danach gehören also nur solche Ellipsoiiic zu icirklicheyi Körpern als 
Träghätseüipsoide himti, aus deren reinproken Hauptaxenquadraten ein 
Dreieck komtruierl werden kann. 

Der Ausdruck (11) für das Trägheitsmoment um eine beliebige 
Axe geht bei unserer jetzigen Wahl der Coordinatenaxen über in 

M = Au'' i- Bß^ -i- Cy\ 
Ebenso wie dieser Ausdruck transformiert sich «her auch die lebendige 
Kraft des Körpers. Nach (10) erhalten wir filr letztere 



(13) 



J'-|(-lp' + B9'+Cr»). 



Endlich vereinfachen sich auch die Gleicbnngeu (2) erheblich, 
wenn wir das Koordinatenkreuz mit dem „Haupttragheitskreuz" zu- 
sammenfallen lassen, Es wird nämlich der Itnpulsvedor (L, M, N), 
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welcher sti einem beliebigen Drehungsvedor {jp, q, r) gehört, nunmehr 

durch die folgenden fundamentcden Ghiehimgen be^mmt: 

(14) L = Äp, M=Bq. N=Cr. 

In Folge dessen ergiebt aicb aus (13) Docb folgender Ausdruck der 

lebendigen Kraft in den Impulskoordinaten : 

w ^=J &' + ?-' +?-")■ 

Wir werden aus den Gleichungen (14) ebenso wie aus den früheren 

Gleichungen (1) schliefsen können, dafs Drehungsvektor und Impula- 
vektor im Allgemeinen einen von Null verschiedenen Winkel mit ein- 
ander bilden. In der Tbat ist, sofern die Hauptträgheitsmomente 
A, B, C sämtlich von einander verschieden sind, die Proportion 
L:M:N=p:q:r 

nur dann erfüllt, wenn zwei Komponenten des Drehungsvektors (Impuls- 
vektors) verschwinden. Drehungsvektor und Impulsvekior fallen also nur 
dann zusammen, wenn einer der beiden Vektoren (und also zugleich der 
andere) in einer der drei HaupUrägheitsaxen liegt. 

Der Zusammenhang zwischen unseren beiden Vektoren lälst sich 
endlich in geometrischer Form durch eine einlache Konstruktion be- 
sehreiben, welche im Wesentlichen schon von Poinsot angegeben ist. 

Wir gehen von dem Trägheitsellipsoide 

BUS und legen durch den Endpunkt des Drehungsvektora p, q, r das 
mit dem Tr^heitsellipsoide ähnliche und äbolich gelegene Ellipsoid 
hindurch. Dieses wird die Gleichung haben 

-■1|* + Bi?» + et' = Ap' + Bq^ + CV = 27. 
Im Endpunkte des Drehungsvektors legen wir sodann die Tangential- 
ebene an das letztgenannte Ellipsoid: 

Ap%-\-Bqn-\-Cri.^2T. 
Das Lot von auf diese bekommt die Kichtung 

Ap:Bq:Cr = L:M:N, 
d. h, die Richtung des Impulsvektors. Die Länge des Lotes beträgt 



G» = i» + ilf' + N* 
die Länge des Impulsvektors bedeutet. Ist un 



also der Drehunga- 
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Vektor und mithin auch die Gröfee T der lebendigen Kraft gegeben, 
BO bestimmt sich aus unaerer Konstruktion die Richtung und auch die 
Grölse des Impulses. Insbesondere können wir den Satz aussprechen: 

Der Itichtufig nach liegt licr Imjmlsvehtßr senIcreclU zu derjenigen 
£6CTJe, welclie dem Drehwufsvektor bcsüglick des Trägheitseüipsoides hon- 
jvgiert ist. 

Eine ganz analoge Konstruktion führt dazu, wenn der Impuls- 
Vektor gegeben ist, GrÖfse und Richtung des Drehungsvektors zu be- 
stimmen. Wir legen durch den Endpunkt des Impidsvektors die zu 
ihm normale Ebene. Ihre Gleichung wird: 

Apl + Jiqti + Cre = GK 

Unter den mit dem Trägheitseüipsoide ähnlichen und ähnlich ge- 
legenen Flächen giebt es eine, welche unsere Ebene berührt. Es ist 
dieses das Ellipsoid: 

AV + Bf -\- et' = -f'j.- 

Die Verbindungslinie des Berührungspunktes mit liefert dann 
die Richtung des Drehungsvektors. Die Gröläe desselben erfahren wir, 
wenn wir irgend eine Lineartümensiou des letztgenannten Ellipsoides 
mit der entsprechenden Lineardimension des Trägheitsellipsoides ver- 
gleichen. Zwei solche Längen stehen in dem VerlÄltniase G* : "/ä T. 
Da nun G gegeben, so ist hiemach die Grölse von T und "i't^'" 
auch die Länge des Drehungsvektors bekannt. — 

Es wäre nicht schwer gewesen, die entsprechenden Entwickelungen 
gleich allgemeiner für den Fall des frei bewegKchen starren Körpers 
zu geben. Wir können uns darauf beschränken, die Resultate für 
diesen Fall direkt hinzuschreiben, weil ihre Ableitung von den obigen 
Entwickelungen nur wenig verschieden ist. 

Wir bezeichnen die Koordinaten der Impulsach raube mit X, Y, Z 
L, M, N, die der Bewegungsschraube, wie früher, mit x', t/', s', p, q, r 
Am einfachsten bestimmen sich die ersteren Gröfeen durch die letzteren 
vermittelst der Gleichungen: 



(16) 



L — 



Ip' 



' 8,' 



2-¥r, 



N = 



cT 



T ist hierin der Ausdruck der lebendigen Kraft, als Funktion der 
Geschwindigkeitskoordinaten geschriehen. Um diesen Ausdruck möglichst 
bequem zu gestalten, legt ma.n den Bezugspunkt in den Schwerpunkt 
und lässt dae im Körper feste Koordinatensystem mit den durch den 



I 
I 
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Schwerpunkt gehenden Hauptaxen zusammenfallen. Dann wird nämlich 
einfach 

I' - 'I (*" + S" + »") + I (^P* + Bi' + Cr^- 
In den Impulskoordinaten geschrieben nimmt T die Form an: 

Ilieraua erkennt man, dafa die Umkehnmg der Gleichungen (16) lautet 

(16') 

wo bei den Differentiationen der zuletzt angegebene Ausdruck von T 
zu benutzen ist. Diese Gleichungen sind hier allerdingB der Einfachheit 
wegen nur für eine spezielle Lage des Bezugspunktes und bei spezieller 
Wahl der Koordinatenaxen XYZ abgeleitet. Sie sind indessen hiervon 
unabhängig und gelten ebenso allgemein wie die Gleichungen (16). 

Die Gleichungen (16) und (IG') sind in ihrem ersten auf die 
Bewegung des Schwerpunkts bezüglichen Teile mit den Gleichungen 
(7) und (7') des ersten Paragraphen, in ihrem zweiten auf die Be- 
wegung um den Schwerpunkt bezüglicheu Teile mit den Gleichungen 
(4) und (4') dieses Paragraphen genau identisch. Sie stellen die ersten 
und wichtigsten Bestimmungsgleichungen der Kinetik des freien starren 
Körpers dar. 

Aus den oben angegebenen Ausdrücken für die lebendige Kraft 
ei^ebt sich unmittelbar die folgende Gleichung 

T-l(x'X + y'r+,-Z + pL + qM+rN), 
welche natürlich wieder direkt aus dem Ausdrucke (2) von pag. 90 für 
die bei einer unendlich kleinen Verrückung geleistete Arbeit abgeleitet 
werden kann. Die Klammer auf der rechten Seite dieser Gleichung hat 
natürlich eine einfache geometrische Bedeutung, welche nur von der Be- 
schaffenheit der beiden Schrauben nnd ihrer gegenseitigen L^e, nicht 
von ihrer absoluten Stellung im Räume abhängt, und wird das Moment 
der beiden Schraubeti auf einander geuannt. Das Moment drückt sich 
in folgender Weise durch die Ganghöhen h und U der beiden Schrauben, 
den kürzesten Abstand A, den Neigungswinkel tp der beiden Schrauben- 
sxen und die GrÖl'se der Drehgeschwindigkeit Q sowie die Gröfse des 
SchiebeimpulssB S aus*): 
nS[2jrÄ8in9-f (A + A') cos 9 } • 

*) Tgl. F. Klein, Math, Ann Bd. Q, pg. S6B Ball bezeichnet I. c, den 
fngliclteu Ausdruck als den „virtuellen Koeffiiienten" der Schrauben. 
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Der Begriff des Impulses beim atlgemeiaeo Kreisel ist von Poinsot 
in den mehrfach zitierten Arbeiten vollständig entwickelt worden. Die 
Bezeichnung PoiiiBot's lautet etwas umständlich coiijtle d'inijwlsion 
(in der deutschen Bearbeitung von Schellbach als „das die Bewegung 
anregende Kräfte p aar " (_1) übersetzt). 

§ 4. Übertragung der vorhergehenden Resultate auf den Spesialfall 
des symmetrischen Kreisels. 

Wir gehen jetzt speziell imf den symmetrischen Kreisel oin, nehmen 
also an, dafs unser Körper Itotationssymmetrie um die Figiirenaxe 
besitzt. Es wird die Frage sein, welche Vereinfachungeo sich in den 
vorangehenden kinetischen Betrachtungen aus dieser Annahme ergeben. 
Ebenso wie die Massenverteilung des Körpers besitzt natürlich auch 
das Trägheitaellipsoid Rotationssjmmetrie um die Figurenaxe. Das 
Trägheitsellipsoid wird also eine Rotationsfläche. Aufser der Figurenaxe 
werden alle Axen der Äquatorebene des Kreisels Hauptaxen des Ellip- 
Boids und Hauptträgheitsaxen des Korpers. Alle diese Hauptaxen und 
alle zugehörigen Hauptträgheitsmomente sind überdies einander gleich. 

Wollen wir den Kreisel auf ein Hauptträgheits kreuz als Koordinaten- 
kreuz beziehen, so brauchen wir nur etwa die Z-Axe in die Figuren- 
axe zu legen; dann fallen die Axen X und Y in die Äquatorebene 
und werden von selbst Hauptträgheitsaxen von gleichem Hauptträgheits- 
moment. Bezeichnen wir die Uaupttriigheitsmomente um die X-, Y- 
und Z-kxe wie früher mit A, B und C, so haben wir hiernach die 
für den symmetrischen Kreisel charakteristische Beziehung 
A^B. 

Die Gleichung des Trägheitsellipsoids lautet daher bei der jetzigen 
Wahl des Koordinatensystems 

^«' + <!') + Cf = 1; 
der Ausdruck der lebendigen Kraft wird 

und die Relationen zwischen den Komponenten des Impulses und i 
Dreh uBgs Vektors schreiben sich in ihrer einfachsten Form: 
L= Ap, M= Aq, N'^Cr. 
Wir wollen hier zunächst eine schon in der Einleitung in äub- 
flicht gestellte Verallgemeinerung der Begriffsbestimmung des sym- 
metrischen Kreisels anknüpfen. Wir wollen einen starren Körper mit 
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festetH ÜntersHitsungsptinlte immer dann einen symmelrischen Kreisd 
(oder Kreisel süilechhceg) nennen, wenn von den drei Hauptträgheits- 
»wnienten durch ewfi einander gleich werden und überdies der Schwer- 
punkt auf der Axe des dritten Haupiträgheitmiotnentes gelegen ist. Em 
solcher Körper wird aich hinsichtlich aller Fragen, die die Rotation 
um den Punkt unter dem Einfluase der Schwere betrefifen, genau 
80 verhalten, wie ein Körper, der die früher vorausgesetzte geometrische 
Rotationasymmetrie um die Figurenaxe besitzt. Desgleichen werden wir 
die Bezeichnung „Figurenase und Äquatorehene des KreiBels" auf die 
Figurenaxe und die Äquatorehene des TtägheitaeUipsoidea unseres all- 
gemeineren Körpers übertragen. Die Äquatorebene ist alsdann dadurch 
ausgezeichnet, dafs ihre sammtüchen Äsen Hauptträgheitsaxen von dem 
gleichen Hauptträgheitsmomente A sind. Wir können von einem solchen 
Körper sagen, dalä er zwar keine geometriscfie, aber eine mechanische 
Rotationssymmetrie um die Figurenaxe besitzt. 

Im Übrigen werden wir drei Unterarten von symmetrischen Kreiseln 
unterscheiden, je nachdem das TrägheitselUpsoid ein verlängertes, ein 
abgeplattetes Rotationsellipsoid oder im Speziellen eine Kugel ist. Wir 
sprechen demnach von einem verlättgerten, einem abgeplatteten Kreisel 
oder einem Kugelhreisel. Der Kugelkreisel ist speziell dadurch aus- 
gezeichnet, dafa jede durch verlaufende Aie eine Hauptträgheitaaxe 
des Korpers darstellt. Da die Hauptaxen des Trägheitsellipsoides 
die reziproken Werte von Y^ "^"^ "j/C sind, so wird das Trägheits- 
eUipsoid ein verlängertes, wenn A~>C, ein abgeplattetes, wenn A<C. 
Im Grenzfalle Ä ^= C geht das Trä^heitsellipsoid in eine Kugel Aber. 
Demnach lautet die Bedingung für 

einen verlängerten Kreisel: A'^C, 
„ abgeplatteten „ : A<C, 
„ Kugelhreisel „ : A^C. 
Als Beispiel der drei Arten von Kreiseln mit geotnetrischer Rotatioos- 
Symmetrie können wir allemal ein mit homogener Masse erfülltes 
Rotationsellipsoid nehmen, welches je nachdem verlängert, abgeplattet 
oder eine Kugel ist. Es ist aber auch leicht Beispiele von Kreiseln 
mit nur mechanischer Rotationssymmetrie zu konstruieren. In der That 
stellen vier Massenpunkte von gleicher Uasse, welche die Ecken eines 
Quadrates bilden und mit einander durch starre massenlose Stäbe ver- 
bunden gedacht werden, einen symmetrisc/ien Kreisel mit abgeplattetem 
Trägkeilsell^oid dar, welcher nur mechanische Rotationssymmetrie be- 
sitzt. Befestigen wir auf der Figurenaxe dieses Kreisels, d. h. anf der 
im Mittelpunkte des Quadrates errichteten Normalen einen fünften 



Msssenpunkt, so erhalten wir je nach dem Abstände dieses Punktes 
von und je nach seiner Masse einen verlängerten, einen abgeplatteten 
Kreisel oder einen Kiigelkreisel von gleichfalls nur »lecltanisclter Kotattona- 
symmetrie. Insbesondere betonen wir des Späteren wegen, dofs wir 
auf die angegebene Weise immer einen KugeUcräsd herstellen können, 
welcher ei»t beliebig vorgegebenes (positives oder iiegalives) Drehmoment 
der Schwere P besiint, dessen Schwerpunkt also nicfU mit eusammen- 
fäUt. Wir können zu dem Zwecke die Massen der zuerst genannten 
vier Punkte etwa gleich 1 gr und die Seiten des Quadrates, in deren 
Ecken sie befestigt sind, gleich 1 cm wählen. Über den fünften Funkt 
haben wir dann so zu verfügen, dafs (unter g die Beschleunigung der 
Schwere verstanden) seine Masse m und sein Abstand M von bez. werden 



-(3". 



£= 



Wir ffliren nun die Poinsotsche Konstruktion, durch welche wir 
uns den Zusammenhang zwischen Impuls- und Drehungsase veran- 
schaulichten, für den symmetrischen Kreisel durch. Die Vereinfachung, 
welche sich gegen früher ergiebt, besteht darin, data wir die Kon- 
struktion in der Ebene ausführen können, nämlich in der durch die 
instantane Drehungsase gehenden Meridianebene. Dabei macht sich 
ein charakteristischer Unterschied zwischen unseren drei Kreiselarten 
bemerklich. 

Wir denken uns etwa den Drehungsvektor gegeben. Durch die 
Axe OR desselben legen wir die Meridianebene FOR, welche wir im 
Folgenden als Zeichenebene benutzen werden. Die Figurenaie zeichnen 
wir vertikal nach oben. Die Tangentialebene in dem Punkte B', dem 
Schnittpunkte der Drehungaaxe mit dem Trägheita- 
ellipsoid oder einem der pag. 101 benutzten ähnlichen 
imd ähnlich gelegenen Ellipsoide, steht senkrecht auf 
der Zeichenebene, mitbin fällt das Lot von auf diese 
Ebene in die Zeichenebene hinein. Statt der Tangential- 
ebene genügt es daher die in unserer Meridianebene 
gelegene Tangente an das Trägheitselltpsoid zu be- 
trachten. Im Einzelnen stellt sich die Sache so: 

1. Der verläntjerte Kreisel, A> C. Das Lot von 

auf die Tangente in K fällt auf die entgegengesetzte 

Seite der Rotationsaxe wie die Figurenaxe (vgl. Figur 13). Bei dem 

verlängerten Kreisel liegt also die Bßialtonaaxe zwischen der Impuls- uMd 

der Figwrenaxe. 

2. Der abgeplattete Kreisd, Ä < C. Das Lot von auf die 
Tangente in li' findet eich in dem spitzen Winkel zwischen Figurenaxe 




g 4 Entwickfllungen fflr den eynunetTiBcfaen Kreisel. 



107 



und Rotationsaxe (vgl. Fig. 14.) vor. Beim abgepiaäeten Kreisel li^t 
also die Imjndsaxe ewischen der Bofations- und der Figarenaxe. 

3. Der Kugdhxisd, A =• C. Da der Meridianscbnitt des Trägheita- 
ellipsoideB in einen Kreis ausartet, geht das Lot von auf die Tangente 





durch den Berührungspunkt R' derselben hindurch (vgl. Fig. 15). B&m 
Kugelkreisel fallen somit Impuls- vmf liotationsaxe notwendig gusammen. 

Es vertüUt sich also nur der Kugelkreisel sozusagen „isotrop", d. h. 
in der Weise, dafs die Ase der Drehbewegung mit der Axe der die 
Bewegung erzeugenden Drehkraft zusammenfällt. Der abgepUittete und 
der verengerte Kreisel zeigen da.s entsprechende Verhalten nur dann, 
wenn die Drehung um die Figurenase oder um eine Axe der Äquator- 
ebene erfolgt, wie unmittelbar aus unserer Konstruktion ersichtlich ist. 
Alle diese Fälle sind Übrigens in unserer obigen allgemeinen Regel 
enthalten, wonach der Drehungsvektor und der Impulsvektor dann und 
nur dann ihrer Richtung nach zusammenfallen, wenn einer der beiden 
Vektoren iu einer Hauptträgheitsaxe des Korpers liegt. — 

Während wir bisher den Bewegungszustend durch die Kompo- 
nenten p, q, r ausgedrückt und entsprechend den Impuls durch die 
Komponenten L, M, N dargestellt haben, wollen wir uns nun die 
instantane Drehung des symmetrischen Kreisels durch die Änderung 
der Eulerschen Winkel (p, ^, ■& gegeben denken und nach den „zu- 
gehörigen Komponenten des Impulses" fragen. Übrigens gelten die 
folgenden Überlegungen auch für den allgemeinen Kreisel, Wir geben 
diese Entwickelungen erat hier beim symmetrischen Kreisel nur des- 
halb, weil die Formeln für jenen etwas lang werden. 

Wie wir allgemein die zu einer Geschwindigkeitskoordinate hin- 
zugehörige Kraftkoordinate definieren wollen, haben wir für den 
starren Körper pag. 92 bereits festgesetzt. (Wir verweisen auch 
auf die ganz ähnliche Betrachtung von pag. 78 beim einzelnen Maaaen- 
punkte). Was von den Kraftkoordioaten gesagt ist, gilt natürlich 
ebenso für die Impulskoordinaten; was über den frei beweglichen starren 
Körper entwickelt wurde, überträgt sich in nnmittelbar verständlicher 
Weise auf den Kreisel. 



Nach den angezogenen Regeln haben wir von den Gleichungen 
auszugchen, welche die alten Geschwindigkeitekoordinaten p, q, r durch 
die neuen 9', (&', &' ausdrücken. Es sind dieses die „kinematischen" 
Gleichungen von pag. 45: 

Ip ^ (t' sin # ein 91 -(- #' cob ip, 

q =^ Ip' am&coa<p — ■&' sin 9, 

r = y' + i'' COS&. 
In Folge dessen hängen die neuen Impulskomponenten, die wir mit 
[<t>], [V], [&\ bezeichnen, mit den alten folgendermaleen zusammen: 
[*] - JT, 

[Y\ = i sin # sin qj -f- Jtf sin * cos 91 + N<M8&, 
[6] = Ii cos 9 ^ M sin fp. 

Hier ersetzen wir noch L, M, N durch ihre Ausdrücke in den (p\ (i-', #', 
die sich nus den Gleichungen (1) ergeben, indem wir diese bez. mit 
A, A und C multiplizieren. Dann bekommen wir: 

1[<tt\ = C{fp' + il>' cosd), 
[4^1 =Cco8d9)' + (Ccos''* + ^Hin*#)iC', 
te] = A»'. 

Wir weisen abermals auf den Zasammenbang hin, welcher zwischen 
den Impuls- und Geachwindigkeitsko ordinalen und den partiellen Diffe- 
rentialquotienten der lebendigen Kraft besteht. Dafa dieser Zusammen- 
hang, welchen wir von den Geschwindigkeitskoordinaten p, q. r her 
kennen, bestehen bleibt, wenn wir die neuen Koordinaten 9', ij>', 9' 
einführen, welche mit den alten linear zusammenhängen, ist bei unserer 
Definition der Impulakoordinaten an sich selbstverständlich. Wir mögen 
uns davon aber immerhin wie folgt überzeugen. Der Ausdruck der 
lebendigen Kraft 

laatet den Gleichungen (1) zufolge in den Koordinaten 9;', ^', 9' ge- 
schrieben: 

(3) r=^ (.*!(*'» + 8in*ft.if.'*)+C(9j'+cos#.<i-')*). 

Hieraus ergiebt sich aber unmittelbar als Analogon zu den Gleichungen 

(4) des vorigen Paragraphen 

(4) m-§. m-l^, m~-l§- 

Ebenso verifiziert man leicht, doCs die zu den Gleichungen (4') ana< 
logen Beziehungen statthaben. 
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Schliefslich fragen wir nach der geometrischen Bedeutuv;/ unserer 
Ituptdskoordinaten [0], [¥], [9]; wir folgern diese aus der geometrischen 
Bedeutung, welche der Ausdruck (2') von pag. 91 für die Arbeit einer 
mteudlich kleinen Vernickung unseres Kreisels besitzt. 

Ebenso, wie wir pag. 96 den Ausdruck der lebendigen Kraft auf- 
fiissen konnten als das halbe Produkt aus der Länge des Drehungs- 
Tektors in die Projektion des ImpulBvektoi« auf diesen, so werden wir 
jetzt sagen: Der Ausguck 

dA = {D'p ^ jyg-i- D-r)dt 
für die Arbeit, wdcke eine beliebige an unsenn Kreisel angreif eruie Dreh- 
hraß D bei der unendlich Meinen VerrUckung {p, q, r)dt leisten würde, 
ist bis auf den Faktor dt gleich dem Produkt aas der Gröfse der Dreh- 
geschwindigkeit in die FrojekOon der Dr^tkraß auf die Axe der letzteren. 
Führen wir nun unsere Geschwindigkeitskoordinaten <p', ^\ 9' statt 
der p, q, r ein, 3o behält der Arbeitaausdruck, wie wir wissen, seine 
frühere Form. Die Torstehende Gleichung geht daher, wenn wir die 
den ip', ili', &' zugehörigen Koordinaten von jD bez. mit 4», V, 6 be- 
zeichnen, in die folgende über: 

dA = {<t)9' + V«-' + e&')dt. 
Wir betrachten nun speziell eine unendlich kleine Drehung, für welche 
if,' = 0' = ist, so daTs die entsprechende Arbeit gleich O^i'rff wird. 
In diesem Falle liegt, da <p' eine Drehung um die Figurenaxe bedeutet, 
der Drehunga Vektor in der Figurenaxe. Aus der geometrischen Be- 
deutung von dA folgt dann sofort, dafs «tJ die senkrecJUe Projektion des 
Vektors D auf die Figurenaxe bedeutet. Femer fallen die Drehunga- 
Vektoren ^' und -fr' bez. in die Richtung der Vertikalen und der Knoten- 
linie. Hieraus folgt in gleicher Weise, dafs V und die senkreehten 
Projektionen des Vektors B auf die Vertikale und die Knotenlinie dar- 
stellen. Genau dieselbe geometrische Bedeutung kommt natürlich im 
Speziellen unseren Impulskoordinaten [<I>], [T], [9] zu. Diese Gröfsen 
sind bez. gleicfi den senkreciiten Projektionen des Impulsvektors auf die 
Figurenaxe, die Vertikale uwi die Knotenlinie. 

Wir können ohne weiteres das Resultat der letzten Betrachtung 
dahin veraUge meinem, dala wir sagen: Wenn wir unter Zugrundel^utK/ 
von irgend drei schiefwinkligen Axen den Drehungsvektor in Komponenten 
paraBel diesen Axen verlegen, erlialten wir die eugehörige Zerlegung des 
Kraft- oder InipuUvekfors , indem wir tüesen senkrecht auf jene Axe 
^qjiei^en. 
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§ 5. Die beiden fundamentalen Sätze über doa Verbalten de« 
Impulsvektora beim Ablauf der Bewegung. 

Während wir uns bisher Über den Impuls orientierten, welcher 
einem instantanen Bewegungszustande des Körpers entspricht oder, was 
dasselbe ist, über den instantanen Bewegungszustand, welcher aus 
einem gegebenen Impulse resultiert, wird es unsere nächste Aufgabe 
sein, den Ablauf der Bewegung in der Zeit sni untersuchen. Die bisher 
erörterte Beziehung zwischen den Vektoren des Impulses und der in- 
stantanen Drehung war ganz unabhängig von den äufseren Umständen, 
unter denen die Bewegung vor sich geht, d. h. von den kontinuierlichen 
Kräften, die auf den starren Körper wirken. Die weiteren Betrachtungen 
aber werden wesentlich hierdurch bestimmt. Wir machen in dieser 
Hinsicht einerseits die Annahme, dafs unser Körper überhaupt keinen 
äufseren Kräften, insbesondere auch nicht der Schwerewirkung aus- 
gesetzt ist. Andrerseits werden wir beliebige kontinuierliche Krilfte 
zulassen. Wir argumentieren zunächst auf den frei beweglichen starren 
Körper. Dabei stellen wir der Betrachtung des Bewcgwngssu^ndes die 
Untersuchung des Imptilses voran. Wir fragen also in erster Linie: 
wie ändert steh der Impuls unseres Körpers bei der kräftefreien Bewegung? 
Die Änderung des Bewegungszustandes leiten wir erst später aus dem 
Verhalten des Impulses her. Die Antwort auf unsere Frage lautet 
einfach folgendermafsen: 

Der Impuls ändert sich üherliaupt ni<M; er bleibt während der Be- 
wegung im Räume konstant. 

Wir begründen diesen fundamentalen Satz von der Kinetik des 
einzelnen Massenpunktes aus möglichst elementar in folgender Weise. 

Wir gehen von einem einzelnen Massenteilchen P aus, welches 
frei beweglich und keinen Kräften unterworfen ist. Der Impuls einea 
solchen Teilchens bleibt, wie wir wissen, nach Richtung und Qrölse 
im Räume konstant. (Qalileisches Trägheitegesetz.) 

Betrachten wir nun zwei Massenteilchen P und P', welche starr 
verbunden und übrigens keinen aufsereu Kräften ausgesetzt sind. Die 
Wirkung der starren Verbindung ersetzen wir dynamisch durch Kräfte 
u. zw. haben wir im Punkte P eine nach P' und in P' eine gleich 
grolse nach P gerichtete Kraft. (Newtons lex tertia.) Die gemein- 
same Gröfse dieser beiden Kräfte hängt von der Inanspruchnahme der 
starren Verbindung ab und bemilst sich nach Gröfse und Richtung 
der gerade geltenden Einzehmpulse von P und P'. Fügen wir diese 
Kräfte — wir können sie Reaktionskräfte nennen — hinzu, so dürfen 
wir unsere beiden Masaenpunkte weiterhin wie frei bewegliche Punkte 
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behandeln. Nnn ändern sich in Folge deg Hinzutretens der Reaktions- 
kräfte die Einzelimpulse von P und P' kontinuierlicli, indem aie sieb 
mit den zu den R«aktionakräften geborigen unendlich kleinen Stöüsen 
geometrisch addieren (Newtons lex aecnnda). Anders ist ea mit dem 
Geaam timpulse des von den beiden Mossenpunkten gebildeten Systems. 
Wir konstruieren denselben, indem wir die Einzelimpulse der beiden 
Punkte nach den Regeln der elementaren Statik zusammensetzen. Bei 
dieser Konstruktion heben sich aber offenbar die beiden entgegengesetzt 
gleichen Keaktionskräfte in jedem Momente gegenseitig auf. Die resul- 
tierende Stoisschraube verhält sich also geradeso, als ob unsere Reaktions- 
krilfte nicht vorhanden und unsere Maesenpnnkte frei wären. Sie bleibt 
mithin für die ganisc Dauer der Bewegung hmstant. 

Nicht anders verhält sich ein System von drei starr mit einander 
verbundenen Massenpunkten, welche keinen äufsaren Kräften unter- 
worfen sind. Hier haben wir nicht ein, sondern drei Paare entgegen- 
gesetzt gleicher Reaktionskräfte zu betrachten, welche in den Seiten 
des von unaem Punkten gebildeten Dreiecks wirken. Wiederum werden 
durch diese die zu den Syatempunkten gehörigen Einzel im pulse successive 
abgeändert. Für die Konstruktion der zum Gesamtsystem gehörigen 
Stolsschraube aber kommen die Keaktionskräfte nicht in Betracht; diese 
Schraube verhält sich genau so, wie wenn unsere drei Massenpunkte sich 
nach dem Galileischen Trägheitsgesetz frei im Räume bewegten. 

Dieselbe Überlegung überträgt sich unmittelbar auf den Fall be- 
liebig vieler irgendwie verbundener Massenpunkte und weiterhin auf 
ein den Raum kontinuierlich erfüllendes Massensystem, welches von 
keinen äufsereu Kräften angegriffen wird. Sie gilt sogar für den all- 
gemeineren Fall eines nicht starren Systems, zwischen dessen Punkten 
lediglich innere Kräfte wirken, die dem Prinzip der Gleichheit von 
Wirkung und Gegenwirkung genügen, also z. B. für einen elastischen 
Körper, für das Planetensystem oder für ein Flüssigkeitsquantum. 

Im Falle des frei beweglichen starren Körpers sprechen wir dos 
Resultat hier ausdrücklich als den ersten der den Ablauf der Bewegung 
regelnden Sätze aus: 

Satz I: Die Impuissehraube des starren Körpers blmU bei der 
hri^tefreien Bewegung im Räume konstant. 

Es wird nützlich sein, diesen Satz in die Sprache der gewöhn- 
lichen analytischen Mechanik zu übertragen. Wir berechnen zu dem 
Zwecke die Komponenten der genannten Schraube nach der Regel von 
pBg. 85; für P,', P,", Pi' haben wir dort die Komponenten der Einzel- 
impulse aller Massenpunkte zu nehmen, welche den Körper konsti- 
tuieren, haben also zu setzen: 
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und haben scUielslich yon der Summation zur Integration Oberzn- 
gelien. So erhalten wir zunäohat: 



=/ 



= / a:' dm = c' 



S* ^ f y' dm = c", 
S'= I e'dm =c"'. 

Die hier auftretenden Integrale sind nichts anderes wie die (mit 
m multiplizierten) Seh werpunktsgesch windigkeiten. Unser Säte beitagt 
insoweit, daß die Geschwhidigkeit des Sducerpunktes eine Kimstante ist; 
er ist identisch mit dem einfachsten FaMe des sog. SckwerpHnkisatees. 

Wir berechnen in gleicher Weise die Drehmomente D', D", D' 
unserer Schraube um 0. Nach denselben Regeln wie oben ergiebt sich: 

(s' y — y' z)dm =^ c"', 



D» ^ I {x' e — z' x)dm^ c^, 
J {y'x — x'y)dm = e". 
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Anch diese Oleichongen sind uns aus der gewöhnlichen Mechanik 
wohlbekannt; es sind dieses einfach die sog. Flächensätze. Unser StÜt 
ist aiso in seinem zweiten auf die Drehkomponenten bezüglichen TeÜe 
identisch mit den Flächensätzen, welche, wie bekannt, bei der freien 
Bewegung des starren Körpers in Kraft treten. 

Man bemerke noch insbesondere, dafo unsere geometrische Be- 
trachtung gewisse einfache Integrationen impliziert, welche man bei der 
analytischen Ableitung auszuführen gezwungen ist. Das Äquivalent der- 
selben bestand in der Erkenntnis, dals die unendlich kleinen Zusatz- 
stö&e, welche von den.Reaktionskräften herrühren, sich bei der Bildung 
des Oegamtimpulses gegenseitig zerstören. 

Wir hätten hiemach den Impuls des Körpers geradezu durch die 
Konstanten der Schwerpunkt- und der Flächensätze definieren können; 
indessen scheint uns der hier befolgte umgekehrte Weg bei weitem 
instruktiver. Unsere Ableitung zwang uns, bis auf die eigentliche 
Wurzel der Sätze, die mechanischen Prinzipien, zurückzugehen, welche 
sich sonst leicht hinter den Formeln verbergen, und liefe, wie wir 
glauben, an Durchsichtigkeit nichts zu wünschen übrig. Sie entspricht 
Übrigens durchaus den Tendenzen Poineots, welcher seinerseits einen 
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viel weniger einfachen Beweis*) mitteilt, Dagegen findet aieb eine 
der obigen ganz ähnliche Betrachtimg in eiaer schönen Arbeit von 
R. B. Hayward**), auf welche wir noch wiederholt Bezug nehmen 
werden. 

Die Übertragung unseres Satzes auf den Köi-per mit festem ünter- 
atötznngspunkte ist nun unmittelbar gegeben. Wir müssen unsere 
Impulasch raube jetzt von dem festgehaltenen Punkte aus in einen 
SchiebestoFs S und einen Drehstofs D zerlegen. Ersterer wird durch 
die Befestigung des Körpers d. h. die fleaktionskraft des Unterstützungs- 
punktes aufgehoben. So bleibt nur der Drehstols übrig, und dieser ist 
ee, den wir beim Kreisel den Impuls nannten. Mithin gilt wieder der 
dem obigen analoge 

Satz la: Der Itnptäsvekfor des in einem seiner Punkte unterstiiteten 
Körpers bleibt während der kräftefreieti Bewegung nac}t JÜcktang wnd 
Gröfse im Räume konstant. 

Dieser Satz deckt sich mit der Aussage, daüt die FlÖchensÖiee im 
vorliegenden Falle in Gültigkeit bleiben, während die Scfnverpunkt- 
sätze selbstverständlich aufser Kraft treten. Zugleich erscheint er als 
genaues Analogon zu dem Galilei'schen Trägheitsgesetze, wenn wir 
dem letzteren die Form des Satzes I von pag. 74 geben. — 

Es möge jetzt zweitens vorausgeaetzt werden, dafs hdielAge kon- 
tinitierlicb wirkende äufsere Kräfte in den Punkten unseres Körpers 
wirken, wobei dieser zunächst wiederum als frei beweglich angenommen 
werden möge. Sein Impuls wird dann nicht mehr konstant bleiben, 
und es wird die Frage sein, in welcher Weise er sich verändert. 

Wir stellen dieselbe Betrachtung an wie oben. Bestände der 
Körper aus einem einzelnen Punkte, so würde sich sein Impuls mit 
dem den äufseren Kräften in jedem Momente entsprechenden un- 
endlich kleinen Stofse successive nach der Regel vom Parallelo- 
gramm zusammensetzen (Kewtons lex secunda). Besteht er aus zwei 
Punkt«n von unveränderlichem Abstände, ho werden die Einzelimpulae 
dieser beiden Punkte sowohl durch die zwischen ihnen wirkenden 
Reaktionskräfte, welche uns die starre Verbindung ersetzen, als durch 
die äui'seren Kräfte abgeändert. Achten wir aber auf den Gesamt- 
impulß des von den beiden Punkten gebildeten Systems, so heben sich 
bei der Konstruktion die Reaktionskräfte heraus. Die betreffende 
Stolsschraube besteht also aus einem konstanten Teile welcher den 



•) Theorie nouvelle . . ., Kap, n, g 6, 

**) Od a direct method of eetimating velocities nitb respect to aiea move- 
able in Bpace. Cambridge Phil. Traosact. Vol. X, lg64. 

KItiB-Soiiimiitold, BreiHlbawggiuiB 8 
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nrsprQngliclien Impulsen unserer beiden Punkte entspricht, und einem 
veränderlichen Teile, welcher lediglich von den zu den »ufseren Kräften 
in dem betreffenden Zeitintervalle gehörigen Zusatzstöfsen herrührt. 
Wir können so verfahren, dals wir zuvörderst diese letzteren hin- 
sichtlich eines Bezugspunktes za einem unendlich kleinen Schiebe- 
etols dS und einem Drehstofse dl) in jedem Momente zusammensetzen, 
nnd dafs wir dann dS und dl) mit den entsprechenden Komponenten S 
und D der jeweiligen Impulssckraube durch die ParaUelogrammkon- 
struktion kombinieren. Dies Verfahren bringt den folgenden Satz in 
Svidenz, den wir sogleich auf ein starres System von beliebig vielen 
Punkten und weiterhin auf einen starren Körper von kontinuierlicher 
Massen Verteilung verallgemeinern (von allgemeineren Systemen mit nur 
inneren Kräften gar nicht zu reden): 

Satz D: Die ImpulsseJirattbe eines frei beweglichen starren Körpers, 
auf welchen beliebige äußere Kräfte einttnrlcen, ändert sich wälirend der 
Bewegung so, dafs sie sieh m jedem Momente mit der von den üufseren 
Kräften herrührenden unendlich kleinen Stofsschraube nach den Regeln 
der Statik eusammensetet. 

Diesem Satz entspricht, dais die einfachen Schwerpunkt- und 
Flächensätze bei der von äuJaeren Kräften beeinHuTsten Bewegung im 
allgemeinen zu gelten aufhören. Das System der äufeeren Kräfte mu£s 
eine besondere Bedingung erfUlIen, es mufs, wie man nach dem Vor- 
gange von Lie sagt, eine gewisse infinitesimale Transformation, u. zw. 
eine infinitesimale Rotation oder Translation zulassen, damit einer der 
einfachen Flachen- oder Schwerpanktsätze zu Recht besteht. In diesem 
Falle würde eine Dreh- oder Schiebekomponente der den äulseren 
Kläften entsprechenden Kraftschr&ube verschwinden; gleichzeitig würde 
unsere geometrische Konstruktion sofort ergeben, dals eine Komponente 
der Impulsschraube während der Bewegung konstant bleibt. 

Man beachte noch die eigentümlich ungeeignete und unsymmetrische 
Bez ei chnungs weise, deren man sich in der analytischen Mechanik hin- 
sichtlich der Schwerpunkt und Flächensätze bedient. Man spricht 
von dem Bestehen eines Flächensatzes nur dann, wenn das Drehmoment 
der äufseren Kräfte um eine Axe gleich Null ist, d. h. nur dann, 
wenn der Drehbestandteil des Impulses eine in der Zeit unveränderliche 
Komponente besitzt. Dagegen spricht man von den Schwerpnnkt- 
sätzen auch dann, wenn äulkere Kräfte wirksam sind, wemi also der 
Schiebebestandteil des Impulses beim Ablauf der Bewegung beliebig 
geändert wird. Diese Diskrepanz ist wesentlich dadurch bedingt, dals 
man in den gewöhnlichen Darstellungen den Begrifl' des Impulses, 
der die Flächen- und ächwerpunbtsätze organisch verbindet, nicht be- 
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rScksichtigf:. Der natorgemäfee Sprachgebrauch wäre offenbar der, dalä 
man das Wort Flächensatz ebenso allgemein fafat, wie das Wort 
Schwerpunktsatz, dafe man also unter den Flächenaätzen die That- 
sache versteht, dals der Drehstofs des Impulses sich mit dem Drehstofs 
der äusseren Kräfte anccessive geometrisch addiert. Im Fall des kon* 
stauten Dreh- und Schiebestofaes wird man dann, wie oben geschehen, 
Ton den „einfachen" Flächen- und Schwerpunktsätzen sprechen. 

Wir machen abermals den Übergang zu dem Körper mit festem 
Ünterstützungapunkte, bei welchem der Bestandteil S des Impulses 
durch die Reaktion skraft in aufgehoben wird. Unsere obige Über- 
legung fuhrt dann zu dem 

Satze IIa: Der Impulsvektor des Kreisels, auf weldieH hdidtige 
äufsere Kräfte konÜriHierlich einmrkert, ändert sich in jedem Momente 
so, dafs seine Änderung 'nach Michtang und Gröfse dem von den äufseren 
Kräften verursachten un^idlich kleinen Drehstofse gleichkommt. 

Dieser Satz*) stimmt der Form nach genau <mit dem zweiten 
Newtonschen Axiom überein, sofern wir letzteres wie b äatz II pag. 74 
geschehen, aussprechen. 

§ 6. Der Bat> von der lebendigen Kraft. 

Die vorangehenden Impulssätze bestimmen zusammen mit unserer 
froheren Relation zwischen Impuls- und Drehungsvektor die Bewegung 
des Kreisels ebenso vollständig, wie die Newtonschen Axiome, denen 
sie nach Form und Inhalt genau entsprechen, die Mechanik des einzelnen 
Maasenpunktes regeln. In der That sind die auccessiven Änderungen 
des Impulses im Räume durch unsere letzten Betrachtungen festgelegt. 
Aus diesen folgt aber die Lage des Drehungsvektors im Körper und 
also auch die jeweilige Bewegung vermöge der Ergebnisse des § 3. 

Ss wird daher weiterhin nicht nötig sein, auf den Aufbau des 
Körpers aus seinen einzelnen Massenteilchen zurückzukommen und die 
Bewegung der letzteren vom Standpunkte der Punktmechanik (mittelst 
der Newtonscheu Axiome) zu verfolgen. Wenn wir dies später doch 
gelegentlich z. B. gleich am Ende dieses Paragraphen tbun werden, so 
geschieht es nur sekundär aus didaktischen tiründen, weil un.s die 
Pnnktmechanik durch allgemeine Gewöhnung besonders geläufig ist. 

*; In einer Honograpliie über den Ereiael: X. de Saint - Germaiv , Rimtmi 
de la ÜUorie du mouvemnit d'un solide awtour d'un point fixe, Paris 1887, wird 
dieser SbU mit Unrecht Eösal zugeaprochea. Der erste Band des Traiti de 
Micamque giniraie von B^eal, in welchem pag. 247 der fragliche Sali vorkommt, 
ist erst 1B73 erBchienen, während doch unser Satz (man vgl. i. B. die Jafareaxahl 
der Haywardscheo Abhandlung) viel &lter ist. 
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In den vorangehenden Impulssätzen mufs inabesonddre Hucb, soweit 
es sich lim den Kreisel handelt, der Satz von der lebendigen Kraft 
enthalten sein. In der That bildet dieser, wie wir sogleich /.eigen 
werden, nur ein Korollar unserer Impulssätze. 

Wir setzen zunächst voraus, dals keine aul'aeren Kräfte auf unsem 
Kreisel wirken, abgesehen natürlich von der Reaktionakraft im Unter- 
stützungspunkte und solchen Kräften, welche durch diese aufgehoben 
werden. 

Der Ausdruck der doppelten lobendigen Kraft 

(1) Lp + M<i + Nr 

bedeutet, wie pag. 96 erwähnt, geometrisch dos skalare Produkt aus Impula- 
und Drehungavektor und hat als solches einen Wert, welcher nur von 
der Oröfse und gegenseitigen Lage der beiden Vektoren, nicht ron 
ihrer Stellung im Räume abhängt. 

Wir betrachten vorübergehend eine gleichförmige Drehung des 
Körpers um die Axe P'-q'T, welche letztere wir uns im Körper und 
bLbo auch im Räume festgehalten denken, während gleichzeitig der Vektor 
(L, M, N) im Räume fest gedacht wird. Die Änderung des obigen 
skalaren Produktes bei dieser Bewegung, d. h. die GrÖfse 

p^L-\- qdM+ rdN 
ist gleich Null, weil die Gröfse und relative Lage unserer beiden 
Vektoren nicht geändert wird. 

Die wirklich stattfindende kräftefreie Bewegung kann aber, was 
das Verhalten des Impulsvektora sowie die Bewegung dea Körpers 
betrifft, in jedem Momente mit einer Bewegung der hier vorana- 
gesetzten Beschaffenheit in erster Annäherung identifiziert werden. Ea 
gilt daher auch fflr die wirkliche Bewegung die Gleichung 

(2) 2'dL + qdM-\- rilN = 0. 

Wir bemerken sodann, dafs nach den Gleichungen (4') des g 3 
für die wirklich stattfindende Bewegung wird 
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unter T den in den Impulskoordinsten geschriebenen Ausdruck der leben- 
digen Kraft verstanden. Daraufhin geht die linke Seite der Gleichung 
(2) über in das vollständige Differential der lebendigen Kraft. Wir 
erbalten daher die Gleichung dT^O oder integriert T = k, welche 
den Satz liefert: 

Bei der kräßefreien Bewegimg des Kreisels ändert sich die lätendige 
Kraft des Korpers nicht. 
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Die Erhalimig der kbctidigai Kraft folgt hiernach, wie wir sehen, 
in der That unmittelbar aus der Erhaltung des Impulses. 

Mögen nun andrerseits beliebige äuTsere Kräfte auf unsern Kreisel 
wirken. Wir setzen diese hinsichtlich des Unterst!) tzungspunktes 
zu einer Schiebekraft und einer Drehkraft zusammen. Von der ersterea 
können wir absehen, die Komponenten der letzteren in demjenigen 
Koordinatensystem, auf welches sich auch die L, M, N beziehen, be- 
zeichnen wir mit A, M, N. Der Impulsvektor im Räume erfährt jetzt 
in dem Zeitteilchen dt die Verrückungeo A<f(, tAilt, Ndt (Satz IIa des 
vorigen §). Derselbe behält also seine GrÖfse imd Lage im Baume 
nicht bei. Wir müssen in jedem Momente die durch die äuTseren 
Klüfte hervorgerufene Verschiebung des Impuls -Endpunktes rückgängig 
machen, um einen im Haume festen Punkt zu erhalten. Die Verrückung 
dieses Punktes relativ gegen den Körper beträgt, in Komponenten 
aufgelöst, 

dL — Adf, dM—tAdt, dN—Hdt 

Seine Terbindungsstrecke mit liefert einen Vektor, welcher am Ende 
des Zeitteilchens ät dieselbe Grofse und relative Lage gegen den 
DrehungB Vektor besitzt, yne der Vektor des Impulses zn Beginn des 
Zeitteilchens. 

Von diesem Vektor wird hiemach dasselbe gelten, wie bei der 
kräftefreien Bewegung von dem Vektor des Impulses selbst. Die 
Gleichdog (2) ist daher jetzt zu ersetzen durch die Gleichung 
(3) pdL + qdM+ rdN = {Ap + Mg -f fir)dt. 

Die Unke Seite dieser Gleichung ist wieder das volktändige Differential 
der lebendigen Kraft (dT); die rechte Seite stellt (nach Gl. (2') von 
pag. 91) die während der Zeit dt von den äufaeren Kräften geleistete 
Arbeit {dA) dar. Wir haben also den Satz; 

Bei der dtirc/t äufsere Kräfte beeinflufsten Beiceg\ing des Kreisels 
ändert sich die lebendige Kraß in jedem Momente so, dafs ihre Änderung 
gleich der von den äufseren Kräften geleisteten unendlicft Ideitien Arbeit 
ist, (dT=dA). 

Es kann insbesondere vorkommen, dafe die endliche Arbeit, welche 
die äufseren Kräfte an unserem Körper leisten, während wir diesen 
von einer festen Anfangslage in irgend eine neue Lage bringen, nur 
von dieser Endlage, nicht von den durchlaufenen Zwischenlagen der 
Bewegung abhängt. Den negativen Wert dieser Arbeit nennt man 
bekanntlich die potentielle Energie O und bezeichnet entsprechend T 
als die kinetische Energie, T + f/ als die Geeamtenergie des Körpers. 
Alsdann ist dA das vollständige Differential der Funktion — U. Der 
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TOretehende Satz nimmt in Folge dessen die einfachere Form an 
dT = — dlJ, oder ?■ + U = h und kann folgendermalsen aus- 
gesprochen werden: 

Wenn die die Beiv^ung beeinflussenden äufseren Kräfte ein „FoUntial*^ 
hohen, ändert sich die Oesamtenergie des Körpers bei der Bewegung nicht 

Auch dieser Satt von der .Änderung der kinetiscJien oder der Er- 
haltung der Gesamfenerffie ist also, wie wir sehen, eine einfache Folge 
unseres Saftes von der Änderung des Impulses. 

Entsprechend beweisen wir den Satz von der lebendigen Kraft 
ftlr die Bewegung des freien starren Körpers. 

Wir haben dabei den Ausdruck (1) durch den folgenden Ausdruck 

(4) Xx + ry + Zz -i- Lp -^ Mg -\- Nr 

zn ersetzen, in welchem x', y', /. p, q, r die Koordinaten der in- 
stantanen Bewegungsschraube, X, Y. Z, L. M, N die der Impnls- 
schraube bedeuten. Dieser Ausdruck hat, wie pag. 103 hervorgehoben, 
eine geometrische Bedeutung, welche von der Stellung der beiden 
Schrauben im Räume unabhängig ist und nur von ihren Ganghöhen 
sowie von ihrer relativen Lage abhängt. 

Eß handle sich zuiächst um die kräftefreie Bewegung. Wir führen 
die unendlich kleine Schraubung (x', y, z, p, q, r) dt aus und be- 
trachten die relative Bewegung der Impulaachraube gegen den Körper. 
Die Bewegungsschraube denken wir uns im Körper und also auch im 
Baume fest; die Impulaschraube, welche nach dem vorigen Paragraphen 
im Räume fest ist, wird dabei um die Bewegungsschraube hemm* 
geschraubt, wobei sie ihre relative Lage gegen diese und ihre Gang- 
höhe nicht verändert. Bezeichnen dX, dY, dZ, dL, dM, dN die 
relativen Koordinatenänderungen des Impulses, so gilt mithin für die 
hier betrachtete und also auch für die wirkliche Bewegung: 

(5) x'dX + y'dY-\- sdZ -\-pdL + qdM + rdN=0. 

Die linke Seite ist aber den Gleichungen (16') von pag. 103 zufolge 
das vollständige Differential dT der lebendigen Kraft; wir haben also 
dT=0 oder T = h. 

Wiederum bleibt also bei der Uräftefreien Beicegung des starren 
Körpers die lebendige Kraft ungeöndert. 

Auf den Fall, dafs beliebige äufsere Kräfte die Bewegung des 
starren Körpers beeinflussen, verallgemeinert sich die Betrachtung in 
unmittelbar ersichtlicher Weise, 

Wir setzen die äufseren Kräfte zunächst hinsichtlich des BezogB- 
punktes zu einer Schiebekraft {=., H, Z) und einer Drehkraft (A, M, N) 
BUsammen, Die Änderungen der Impulskoordinaten relativ gegen 
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den Raum während des ZeitteilcheDH tit Bind nach dem Satze H des 
vorigen Paragraphen bez. gleich =.dt, Hdt, Zdt, Arf/, fArlt, Hdt. Die 
Atiderungen tiX, dY. dZ, dL, dM. dN der Impulskoordinaten relativ 
gegen den Körper komiuen daher nur zum Teil auf die unendlich 
kleine Schraiibung [x. y', /, p. q. r) dt- zum anderen Teile werden 
sie durch die äuTseren Kräfte bewirkt. Wir mOssen die den letzteres 
entsprechenden Änderungen rück^ngig machen, um eine Schraube zu 
erhalten, welche relativ zu der BewegungsBcbraube am Ende des Zeit- 
teilchens dt ebenso liegt, wie die Im puls schraube zu Beginn der un- 
endlich kleinen Bewegung. Mit anderen Worten wir müssen in Gleichung 

(5) die Gröfsen dX, . . ., dN bez. ersetzen durch 

dX—~dt, dF— Hrf^ dZ^Zät, dL—Sdt. dM—Mdt, dN—Ndt. 
So ergebt sich 

(6) x'dX + y'rf F 4- /dZ + prfL + gdM + rdN 

= (5i'-i- Hj/'+ Zr'-j- \p-\- M?+ Ur)dl. 
Die linke Seite ist aber das vollatändige Differential der lebendigen 
Kraft, die rechte Seite bedeutet naci Gleichung (2) von pag. 90 die 
Ton den äuiseren Kräften geleistete Arbeit. Wir haben ulao dT=dA: 

Die Änderung der ld>endigen Kraß ist in jedem Momente gleich der 
von den äußeren Kräften geleisteten Arbeit. 

Es ist vielleicht nützlich, den Beweis dieses Satzes nachttäglich 
noch einmal nach der Methode des vorigen Paragraphen zu führen, 
indem wir uns den starren Körper in seine einzelnen Massenteilchen 
aufgelöst denken. Dabei genügt es, ein System von zwei starr ver- 
bundenen MasBenteilchen zu betrachten. 

Wir bemerken vorab, daXs die Änderung der lebendigen Kraft 
des einzelnen Massenpunktes auf Grund der Formel 
dT=x'd[X] + fjd[Y] + zd[Z] 
gleich ist dem skaiaren Produkt aus dem Geschwindigkeitsvektor 
(x, y', /) in die Änderung des Impulsvektors ([X|, [Y], [Z~\). 

In jedem unserer beiden starr verbundenen Punkte 1 und 2 denken 
wir uns den Vektor des Einzelimpulses 1 und 2 konstruiert, welcher 
mit dem Geschwindigkeitsvektor 1 und 2 der Richtung nach zusammen- 
fällt, sowie die R.eaktionskräfte 1 und 2, welche uns die starre Ver- 
bindung der Punkte ersetzen und in der Verbindungslinie der Punkte 
wirken. Äulsere Kräfte mögen nicht vorhanden sein. 

Eine augenfällige Folge der starren Verbindung ist diese, daTs 
die Projektion des Geschwindigkeitsvektors 1 auf die Verbindungs- 
ünie gleich der des Geschwindigkeitsvektors 2 ist. Statt dessen können 
wir auch auf Grund der Newtonschen lex tertia sagen: 
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Die Summe der sk^ilm-eu Produkte aus den Gesdtmtidigkeilsveitorai 
in die zugcfwrige» Beaktionskräfte ist gleich Null. 

Iii der That verwandelt sich, die GleicbUeit der genannten Pro- 
jektionen wegen des entgegengesetzten Sinnes der beiden Eeaktions- 
kräfte in die entgegengesetzte Gleichheit der genannten skalaren Pro- 
dukte. Nun sind aber die Reaktionakräfte nach Richtung und Gröfse 
proportional mit den Änderungen der Einzelimpiilse (Newtons lex 
secanda). Also ißird aaeh die Summe der skaka^en Produkte aus den 
Änderungen der Einzelimpulse in die nneelnen Gcsckwindigkeitsvektoren 
gleich NuM. 

Nach der vorangestellten Bemerkung sind aber die beiden Terme 
dieser Summe bez. gleich den Änderungen der lebendigen Kräfte unserer 
beiden Massenpunkte. Die Summe selbst ist also gleich der Änderung 
der lebendigen Kraft des Systems. 

Mithin bleibt die lebendige Kraft unseres Systems ebenso wie beim 
^meinen Massenpunkt, der sich nach dem Galileisc/ien Trägheitsgesetz 
bewegt, konsta^. 

Die Verallgemeinerung unserer Überlegung auf den Fall, dals 
äuTsere Kräfte wirksam sind, oder dafs beliebig viele Punkte zu einem 
starren System verbunden sind, sowie die Spezialisierung auf den Fall 
des Kreisels ist so einfach, dafs wir sie übergeben können. 

Bemerken wir noch, dafe der analytische Beweis, welchen man 
gewöhnlich vom Satze der lebendigen Kraft giebt, den vorstehenden 
geometrischen Beweisen genau parallel läuft. Und zwar entspricht der 
letzten Betrachtung, in welcher "wir auf die einzelnen Massenteilchen 
des starren Körpers zurückgingen, in der analytischen Mechanik, dals 
man die DiSerentialgleichungen in der Form der sog. Lagrange'schen 
Gleichungen erster Art zu Grunde legt, während die vorherige Be- 
trachtung des Gesamtsystemes dem Standpunkte der sog. aUgemeinen 
Lagrange'schen Gleichungen (der Ghiclimigen zweiter Art) entspricht. 
Wir werden auf beide Gleichungssysteme im folgenden Kapitel (vgl. 
§ 3) näher eingehen. 

§ 7, Die ki^fteft'eie Bewegung des Kreisels in geometrischer 
Behandlung. 
Wir wollen jetzt die vorangehenden allgemeinen Sätze dazu be- 
nutzen, um uns von der Bewegung des Kreisels in dem denkbar ein- 
fachsten Falle ein deutliches geometrisches Bild zu verschaffen. Wir 
nehmen an, dafe auf den Kreisel keine äufseren Kräfte vrirken. TJm 
insbesondere auch die Schwerewirkung auszuschalten, denken wir uns 
den Körper in seinem Schwerpunkte unterstützt. 
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Die geometriflche Theorie dieser Bewegung, welche zuerst von 
Poinsot gegeben ist, können wir jetzt unmittelbar hinschreiben. 

Wir berücksichtigen in erster Linie, dafa bei der kräftefreien Be- 
wegung des Kreisels der Impulsvektor im Räume konstant bleibt. 
Diesen Vektor denken wir una ein- für allemal von aus etwa vertikal 
nach oben abgetragen. GrÖise und Richtung des Vektors sind natürlich 
durch den Anfangsstola gegeben, durch den wir unsem Körper in Be- 
wegung gesetzt haben. 

In zweiter Linie berücksichtigen wir, dalJs bei der kräftefreien 
Bewegung auch die lebendige Kraft des Körpers konstant bleibt. Dieser 
Thateache geben wir einen doppelten geometrischen Ausdruck. 

Die lebendige Kraft bedeutet einerseits das halbe Produkt an» der 
Grolse des Impulsvektors in die Projektion des Drehungsvektors auf 
diesen. Aus der Konstanz des Impulses und der Konstanz der lebendigen 
Kraft folgt also zusammengenommen, dafs die Projektion des Drehunga- 
vektora auf den Impulsvektor eine unveränderliche Länge hat. Die 
GrÖfse dieser Projektion hängt wiederum von der Beschaffenheit des 
ursprünglichen Anstofses ab. Wir haben also senkrecht nur Impulsajx 
eine im Raum feste Ebene e. welche uns etWn geometrischen Ort für den 
I^punkt des Drehungsvättors hinsiehtlich seiner Lage tm Baume liefert. 

Eine weitere geometrische Bedeutung des Satzes von der lebendigen 
Kraft ergiebt sich ans dem Ausdrucke 

Der Endpunkt (p, q, r) des Drehungsvektors liegt hiemach auf einem 
mit dem Kreisel festverbundenen Ellipsoide, welches mit dem Trägheits- 
ellipsoid ähnlich und ähnlich gelegen ist. Die Konstanz der lebendigen 
Kraft bedeutet nun, dafs dieses Ellipaoid während der Bewegung seine 
Dimensionen dauernd beibehält. Wer itahen also femer ein im Körper 
festes EÜipsoid E. welches uns einen geometrischen Ort für den End- 
punkt des Drehungsveklors hinsichtlich seiner Lage im Körper lieferl. 

Wir berücksichtigen schlief alich die Relation zwischen Impuls- 
und Drehungavektor. Diese Beziehung konnte mittelst der Poinsot- 
scben Konstruktion von pag. 101 dahin ausgedrückt werden, dafs die 
Tangentialebene an dos Ellipsoid E im Endpunkte des Drehungsvektors 
sen^echt auf der Ase des Impulses steht. Die genannte Tangential- 
ebene ist hiemach zunächst dauernd unserer Ebene e parallel; da die 
Ebene e überdies beständig durch den Endpunkt des Drehungsvektors 
hindurchgeht, fällt sie direkt mit jener zusammen. Mit anderen Worten: 

Unser Ellipsoid E berührt während der Bewegung dauernd uttsere 
Ebene e. 
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Nun verläuft auf dem Ellipsoide E die Polhodie- und in der 
Ebene e irgendwie die Herpolhodiekurve. Da beide Kurren bei der 
Bewegung sieb auf einander abwickeln, so rollt aucb unser EUipsoid E 
auf unserer Ebene e während der Bewegung ohne zu gleiten ab. 
Siemack können wir die ganze kinetisch bestimmte Beweguiy auf rein 
hnemattachem Wege dadurch nachahmen, dafs wir ein im Körper festes 
ERipsoid, welcites um den Punit als Mittelpunkt beschrieben ist, atif 
einer im Räume festen Ebene ohne Gleitung abroRen lassen. 

Dieses schone und übersichtliche Bild der Bewegong des kräfte- 
freien Kreisels verdanken wir, wie bekannt, den Untersuchungen 
Poinsots. Die fragliche Bewegung wird deshalb' auch kurz als 
Poinsot- Bewegung bezeichnet. Wenn wir so, dem Vorgänge Poinsots 
folgend, die Bewegung durch das Abrollen eines Ellipsoides auf einer 
Ebene veranschaulichen, setzen wir uns merkwürdiger Weise in einen 
gewissen Widersprach mit der allgemeinen Poinsotscben Theorie der 
Drehung. Nach dieser sollen wir uns in erster Linie die Gestalt der 
abrollenden Polkegel klarmachen und daraus eine Vorstellung von der 
Bewegung zu gewinnen suchen. Es zeigt sich aber schon in dem vor- 
liegenden einfachen Falle, dafs die Gestalt dieser Kegel, wenigstens 
die des Herpolhodiekegela, wie wir unten weiter ausführen werden, 
ziemlich kompliziert ist, und dals die oben angegebene abweichende 
Konstruktion viel Übersichtlicher wird. Um ao weniger werden wir 
erwarten können, in schwierigeren Fällen (beim Hinzutreten der 
Schwerewirkung) allein mit der Diskusaion der abrollenden Kegel 
durchzukommen . 

Handelt es eich nur um die successiven L^en des Körpers im 
Räume, ao ist unser obiges Bild der Bewegung völlig zureichend. 
Wollen wir aber auch die Geschwindigkeit der wirklichen Bewegung 
in unserem kinematischen Bilde zum Ausdruck bringen, so müssen wir 
über die Art dos Abrollens die weitere Bestimmung hinzufügen: 

Die GeschwindigkeU des Abrollens soll so bemessen werdet, dafs die 
Drehung des Ellipsoides. welche natürlich um den von naeh dem 
jeweiligen Berührungspunkt von E und e gezogenen Radius staMfittdet, 
ihrer Geschwindigkeit nach diesem Badius gleich ist. 

Wie auch diese Bedingung rein kinematisch «u realisieren ist, hat 
zuerst Sylvester*) gezeigt Wir können hierauf indessen nicht 
eingehen. 

Wir TervollatSndigen nun noch unsere Vorstellung von der 



•) Vgl. Sylvester: On the moUon of a rigid bodj e 
TransactionB 1S66. 



, London E, S, Phil. 
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Poinsot- Bewegung, indem wir im Einzelnen das Verhalten der ver- 
schiedenen geometriachen Elemente der Bewegung studieren. 

Es handle sich zunuchät um den Ablauf der Bewegung im Körper 
Wir werden in dieser HinBicht vor allen Dingen die Kurve zu kennen 
wünschen, icekhe der Etidpankt des Impdsvektors relativ gegen den 
Eärper hesckreibt. Diese Kurve werden wir in Ermangelung eines 
besseren Ausdrucks gelegentlich die „Lmpulskurve" nennen. 

Jedenfalls wandert der Endpunkt des Impulses im einzelnen Zeit- 
elemente bei der in Rede stehenden Relativbewegung auf einem Kreis- 
bogenatOckchen um die jeweilige Drehungsaie herum. Seine relative 
Verschiebung gegen den Körper steht also senkrecht auf der instantanen 
Drehungsaxe. Die Kichttmg der genannten Verschiebung gegen das 
Xl'.^-Syatem wird aber durch die Verhältnisse der Koordinateoän- 
derungen dL:dM:dN, die Richtung des Drehungsvektors durch die 
Verhältnisse p-q'-r bestimmt. Mithin gilt die Gleichung: 
pdL -^ qdM -\- TdN = 0. 

Auf Grund der allgemeinen Relation zwischen Impuls- und Drehungs- 
vektor können wir unsere Gleichung auch so schreiben: 
LdL . MdM , NdN _ „ 
A ~^ B ^" C ~ ^■ 

Durch Integration ergiebt sich: 

(» U^' + ^' +!-■)=*■ 

Die Gleichung (1) ist natflrlich das Äquivalent fftr die Gleichung 
der lebendigen Kraft, wie denn auch unsere vorstehende Überlegung 
den im vorigen Paragraphen gegebenen Beweis des Satzes von der 
lebendigen Kraft nur in etwas speziellerer Fassung wiederholt. 

Femer ist klar, dsSs der Endpunkt des Impulses, wegen der 
konstanten Länge G desselben, sich dauernd auf einer Kugel vom 
Radius G befinden mufs. Wir haben also 

1(2) L' + Jf » + JV> = G». 

Durch die Gleichungen (1) and (2) ist die gesuchte Karre be- 
itimmt. Wir können sagen: 
Die Bahn, wdche der Impids-EndpUMltt m Körper beschreit, iet eine 
sphärische Kurve; sie ergiebt sich ais Schnitt des Eüipsoides (1) mii der 
Kugd{2). 
Die Gestalt der Knrve ist in den Figuren t8, 19 nnd 20 (i^den 
folgenden Paragraphen) für einige charakteristische Falle verzeichnet. 
Gleichzeitig ist auch die Knrve, welche der Endpunkt des Drehong»- 
vektora im Körper beschreibt, d. h. die Polhodieknrve bestimmt. Wir 
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'^(Äp' + B^+Cr^~h 



erhalten sie aus der soeben gefundenen Kurve des Impulaes durch eine 
einfache Deformation nach den Hauptaion des Körpers. Auch sie 
liegt auf zwei sogleich zu nennenden Flächen zweiten Grade«, von denen 
uns die erste als unser Ellipsoid E bereite bekannt ist. Es ergiebt 
sich nämlich aus (1) und (2) mit Rücksicht auf die Beziehung zwiBcheii 
Impuls- und Drehungsvektor: 

(3) 
und 

(4) ^ V + S*9' + CV = G». 

Die Pullwdiekurve erscheint also als Schnitt der beiden Iconeetttriscften 
Mipsoide (3) und (4). 

In entsprechender Weise behandeln wir die Kurven, welche der 
Endpunkt von Impuls- tmd Drehungsvektor relativ gegen den festen 
Raum beschreiben. Erstero Kurve reduziert sich natürlich auf einen 
Punkt; betrachten wir daher die letztere, d. h. unsere HerpoUwdiekwrve. 
Zunächst wissen wir aus dem Satz von der lebendigen Kraft, dafs 
diese Kurve in der festen Ebene e verläuft. 

Die Berpoüiodiekurvc ist also eine ebene Kurve. Der Abstand ihrer 
Ebene von 0, d. h. die Projektion des Drebungsvektors auf die ver- 
tikale Impulsaze, welche wir in Übereinstimmung mit früherem durch 
Q bezeichnen, ergiebt sich aus dem Satz von der lebendigen Kraft zu 

(5) g = yr ■ 

Die genauere Gestalt der Herpolhodie kurve lälst sich nicht, wie 
bei der Polhodiekurve durch eine elementar geometrische Konstruktion 
definieren, da sie im allgemeinen transcendenter Natur ist. Wohl aber 
gelingt es, sie aus unserem kinematischen Bilde der Bewegung su 
ermitteln. 

Wir beschreiben mit dem gröfsten und dem kleinsten Abstände 
der Polhodiekurve von je eine Kugel um 0, welche in unserer 
Ebene e zwei Kreise bestimmt. Der gemeinsame Mittelpunkt dieser 
Kreise ist der Durchstolsungspunkt der Impulsaxe mit e. Zwischen 
diesen beiden Kreisen mufH die Herpolhodiekurve ersichtlich in regel- 
mäfsigen Windungen hin- und herlaufen, indem sie dieselben abwechselnd 
berührt oder sieh in besonderen Fällen auf einen derselben mit Spitzen 
aufsetzt. Sie besteht aus einer unendlichen Serie unter sich kongruenter 
BSgen, welche gegen einander je um dasselbe Stück verdreht sind. 
Jeder einzelne Bogen entspricht einer einmaligen Abwickelung der 
Polbodiekurve. Im allgemeinen wird sich die Kurve nicht schliefsen, 
sondern um den Mittelpunkt der Figur, den Durcbstofsungspunkt der 
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Impulsaxe mit ihrer Ebene, unendlich oft herumlaufen. Hieraus folgt 
bereits, dafs die Gleichung der Kurve eine transcendente Gleichung 
sein wird. Entsprechendes gilt natürlich von dem Herpolhodiekegel, 
welcher diese Kurve von aus projiziert. 
Die Gestalt der Herpolbodie wird durch die --' "-.. 

nebenstehende Figur*) ftir den speziellen Fall 



-<-s 



B = 
= 50, 




Ä = 50, G* = 5 
dargestellt. 

Nun wollen wir sehen, wie sich diese 
Dinge im Falle des stpnmetnscken Kreisels 
modifizieren. Hier hat das Trägheitsellipsoid 
sowie die sämtlichen vorher benutzten EUip- 
soide (1), (3) und (4) Rotati onssjmmetrie um die Figurenaxe. 
wir aber ein Rotationsellipsoid mit einer Kugel {wie bei der Kon- 
struktion der Impulskurve), oder bringen wir zwei Rotationsellipsoide 
von zusammenfallenden Figurenaxea (wie bei der Konstruktion der 
Polhodie) mit einander zum Schnitt, ao entsteht allemal als Schnittkurre 
ein Paar diametral gelegener Kreise in parallelen Ebenen. 

Mithin geht sowohl die Polhodiekarve , wie die Kurve, welche der 
Impuls im Körper beschreibt, je in einen Kreis über. 

Lassen wir femer ein Rotationsellipsoid mit festem Mittelpunkte 
O anf einer Ebene abrollen, so entsteht in dieser Ebene als Ort der 
Berührungspunkte offenbar gleichfalls ein Kreis. Dies ergiebt sich z. B. 
daraus, dafs sämthche Punkte der Polhodiekurve von den konstanten 
Abstand (ß) haben; also müssen auch aamtliche Punkte der Herpolhodie- 
knrve von den Abstand Q besitzen. Die letztere Kurve ist also der 
Schnitt einer Ebene mit einer Kugel vom Radius Q. 

Mithin geht auch die Herpolhodiekurve beim symmetrischen Kreisel 
in einen Kreis über. 

Der Charakter der eintretenden Bewegung läfst sich nun mit einem 
Worte dahin angeben: 

Die allgemeinste Bewegung des kräftefreien symmetrischen Kreisels 
ist die regvläre Präcession. 



*) Die Figoc ist der DiHBertation von Hm. W. Hess: ,J)aa Bollen einer 
Fl&clie zweiten Graden auf einer invariabehi Ebene, Manchen 1860", enfcaommen. 

Hr. Heas zeigt, daTs die Herpolhodiekurve wegen der UagleichuDgeu, die zwischen 
dea Bauptti^gbeitsmomenten A, B, C l^ertehen, keine (reellen) Wendepunkte 
lieiitzen kann; die ursprüngliche von Foinaot gegebene Fignr, LioavUle's Jonmal 
■ä'. 1, t, 16 war in dieser Hinsicht fehlerhaft. 
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Ib der That konnten wir in § 6 des vorigen Kapitels die reguläre 
PräcessionsbenegUDg dadurch charakterisieren, dafe die Kurven bez. 
die Kegel der Polhodie und Herpolhodie Kreise bez. Kreiskegel wareo. 
Die Ase der Pracea^iou ist die Impulsaxe. Die genauere Klaasißziemng 
dieser Präcessionsbewegung im Sinne der Unterscheidungen von p^. 51 
wollen wir uns für später aufsparen. 

In dem Spezialfälle des symmetrischen Kreisels fUhrt auch folgende 
Überlegung zum Ziele, welche vielleicht noch einfacher und näher- 
liegend als die frtthere ist. Wir nehmen die Impulaaxe wieder ver- 
tikal nach oben gerichtet an and zeichnen die Figurenaxe in der 
Anfangslage unter einem beliebigen Winkel # gegen diese geneigt 
Aus der Lage von Impuls- und Figurenaxe folgt die Lage der in- 
stantanen Drehungsase. Diese liegt nach der pag. 106 mitgeteilten 
Konstruktion stets in derselben Ebene mit der Impuls- und Figuren- 
axe und teilt den Winkel &, wie wir kurz sagen können, in einem 
festen (nur von der Massenverteilung des Kreisels, d, h. von den 
Werten Ä und C abhängigen) Verhältnisse u. zw. innen oder au&en, 
je nachdem der Kreisel ein verlängerter oder abgeplatteter ist. Der 
gröfaeren Deutlichkeit wegen legen wir um 
die Einheitskugel und markieren ihre Durch- 
stofsungspunkte mit der Impuls-, der Rotations- 
und der Figurenaxe, welche wir bez. mit J, 
R und F" bezeichnen. Der Punkt J ist nach 
unserem fundamentalen Prinzip ein fester Punkt, 
der „Nordpol" der Kugel. Die Punkte R und 
F dagegen sind beweglich; u>ir behaupten, dafs 
sie je einen ParaUelkreis um den Nordpol be- 
schreibeti. 

In der That (vgl. Fig. 17), die inatantane 
Bewegung des Kreisels besteht in einer Drehung 
um OR. Der Punkt F wandert dabei, weü F 
und R auf demselben Meridiane der Kugel liegen, im ersten Augen- 
blicke in Richtung des durch F gehenden Parallelkreises , so dafa der 
Winkel ■& zunächst nicht geändert wird. In Folge dessen muls jetzt 
eine andere Gerade des Körpers^ welche in der Meridianebene JOf 
enthalten ist, die Rolle der Drehungsaxe übernehmen. Bezeichnen wir 
ihren Schnittpunkt mit der Einheitskugel wieder durch R, so liegt R 
auf dem Meridiane JF. Da nun dieser Punkt den Bogen JF in 
einem festen Verbältnisse teilt und da der Bogen JF seine anfängliche 
Länge behalten hat, muts auch der Bogen JR die ursprüngliche Öröfse 
haben. R wandert also im ersten Augenblicke gleichfalls auf dem 
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durch R hindurchgelieiiden Parallelk reise und zwar, wie wir sagteo, 
soweit, daTs J, H und F Punkte eiues und desselben Meridianes 
werden. Wir sind damit genau auf die Anfangsbedingungen der Be- 
wegung zurüctgefiihrt. In Folge dessen gilt unsere Überlegung auch 
fOr jede folgende Zeit, 

Die Figuretuixe und die Drekutigsaxe bescJireiben also bei der kri^ie- 
fräeii Bewegung des symmetriscKen Kreisäs je einen Kreiskegel um die 
Jmjmlsaxe. 

Aus unserer froheren Konstruktion des Drehimgarektors folgt 
femer, dals die Länge desselben bei konstanter Länge des Impuls- 
vektors und konstantem Neigungswinkel 9 gleichfalls konstant ist 
Nun ist aber die Fortschrei tu ngsgesch windigkeit der Figurenaxe auf 
ihrem Kreiskegel der Gröläe des DrehungSTektors proportional. Aho 
durcJUäuß die Figurenaxe ihren Kreiskegel mit konstanter Geschwindigkeit. 
Femer ist die Drehgeschwindigkeit des Kreisels um die Figurenaxe 
gleich der Projektion des Drehungavektors auf die letztere. Also dreht 
sich der Kreisel relativ gegen die Figurenaxe mü konstanter Winkd- 
geschwindigkeit 

Durch diese Bemerkungen ist aber die Bewegung wiederum als 
reguläre Präcession charakterisiert, — 

Zum Schlüsse bemerken wir, dafs unsere Behandlung des kräfte- 
freien Kreisels auch auf die Bewegung eines im Räume freien starren 
Körpers Anwendung findet, welcher überhaupt keinen oder doch nur 
solchen äuTseren Kräften unterworfen ist, die sich bei geeigneter Wahl 
des Bezugspunktes zu einer blolsen Sc-hiebekraft zusammensetzen lassen, 
wie z. B. die Schwerkraft in dem Falle, wo wir den Schwerpunkt zum 
Bezugspunkte wählen. Dann können wir nämlich nach den allgemeinen 
Impulssätzen des fünften Paragraphen die Translation des Bezugs- 
punktes einerseits und die Rotation des Körpers um den Bezugs- 
punkt andrerseits für sich behandeln, letztere nach der vorangehenden 
Theorie des kräftefreien allgemeinen Kreisels, erstere nach den Gesetzen 
der Mechanik des einzelnen Massenpunktes. Da insbesondere für den 
Fall der Schwerewirkung die Bahnkurve des einzelnen Massenpuuktes 
(die Parabel) genugsam bekannt ist, so beherrschen wir jetzt mit 
Zuhilfenahme der vorangehenden Resultate bereits die Bewegung des 
im Bamne frä heweglii^en schweren starren Körpers. 
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§ 8. Die Rotation den EreiselB um eine permaneDte DrebQDgeaxe 

and die sog. Stabilität der Botationsaxe etnea aolinell rotierenden 

KreiaelB. 

Wir haben bereits mehrfach die Analogie zwischen der Bewegung 
des einzelnen Maaaenpuuktes und der Rotation des Kreisels betont. 
Nicht nur, dala (in kinematischer Hinsicht) beides Probleme von drei 
Graden der Freiheit sind und daTs (in statischer Hinsicht) der Impuls 
in beiden Fällen als ein Vektor aufgefasst werden kann; auch in 
kinetischer Hinsicht besteht eine durchgreifende Analogie, wofern wir 
(vgl, § 5) unser Augenmerk auf das Verhalten des Impulsvektors 
richten. Anders stellt sich die Sache, wenn wir das Verhalten des 
Geachwindigkeitsvektors in beiden Fallen vergleichen. Während beim 
einzelnen kräftefreien Masaenpunkte der Geschwindigkeitsvektor (ebenso 
wie der ImpulsvektorJ Richtung und Grölse im Räume beibehält, ändert 
der Vektor der Drehgesch windigkeit bei der kräftefreien Kreiselbewegong 
seine Grofse und seine L^|^ sowohl im Räume wie im Körper kon- 
tinuierlich ab. Wir werden uns die Frage vorlegen, unter welchen 
Umständen auch beim Kreisel der Geschwindigkeitsvektor nach Richtung 
und Gröfse im Räume konstant bleibt oder mit anderen Worten, VMter 
wdcheti Utmtänden eine glekhßrmige Botation des Kreisels um eine im 
Baume feste Axe ^ntriti. 

Wir wissen, dafs bei der Potnsot-Betcegtatff der Rotationavektor 
im Räume einen Kegelmantel beschreibt, der den Impulsvefctor in 
seinem Innern hat. Soll nun di« Rotationsase im Räume stille stehen, 
der Herpolhodiekegel sich also auf eine einzelne Gerade reduzieren, so 
mufs diese mit der Richtung des Impulses zusammenfallen. Nach 
pag, 101 fällt aber die Rotationsaxe mit der Impulsase nur dann zn- 
sammon, wenn ihre gemeinsame Richtung eine Hauptaxe des Körpers 
ist. Umgekehrt ergiebt sich aus der Konstruktion von pag. 102, daiä 
dann in der That die Rotationsase eine feste Lage im Räume und 
auch im Körper beibehält, und dafs die Rotationsgeschwindigkeit eine 
gleichförmige ist. Bezeichnen wir eine Axe, um welche eine fort- 
gesetzte gleichförmige Drehung möglich ist, wie üblich, als „permanente 
Aie", so können wir sagen: 

Bei dem aBgemeinen Kreisel giätt es nur drei permanente Aren, die 
Sauptaxen des Körpers. 

Wenn der Kreisel um eine dieser drei Hauptaxen rotiert, reduziert 
sich offenbar die Polhodie, die Herpolhodie, sowie die Ktirve, welche 
der Impuls im Körper beschreibt, je auf einen einzelnen Punkt. 

Die drei Hauptaxen bieten einen interessanten Unterschied hin- 
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sichtlicli der Slabäiiät der betr. gletehfcirmigeii Rotation dar, wie schon 
Poinsot bemerkt hat. 

Der Begriff der Stabilität einer Bewegung, welcher uns hier zum 
ersten Male begegnet, spielt eine wichtige Rolle in der neueren Mechanik 
und will mit einer gewissen Vorsicht behandelt sein. Um zu ent- 
Bcheiden, ob wir eine Beweguugsform unseres Kreisels stabil oder labil 
nennen, werden wir folgeudermalsen verfahren (wobei der genaue Sinn 
der von uns gewählten Worte vielleicht erst im Laufe der weiteren 
Entwickelung völlig deutlich wird): Wir erteilen dem Kreisel, während 
er die fi-agliche Bewegung ausführt, einen kleinen Stola von beliebiger Be- 
schaffenheit. Werden hierbei sämtliche Elemente der Bewegung, z. B. die 
successiven Lugen des Kreisels im EUume, die Lagen des Drehungsvektors 
und des Impulsvektors im Kreisel imd im Raum um so weniger ge- 
ändert, je kleiner der Anstofs gemacht wird, so werden wir die Be- 
wegung stabil nennen; in jedem anderen Falle wird sie labil heÜsen, 

Wir untersuchen in diesem Sinne zunächst die Solation des Ereisehs 
um die Axe des gröfsten oder kleinsten HaupttrÖgheitsmontentes und be- 
trachten vor allem die Kmrve, wekhe der Emiptmkl des Impulses im 
Körper beschreibt. Das EUipsoid 1) and die Kugel 2) von pag. 123, 
deren gemeinsame Punkte unsere Lnpulskurve lieferten, müssen sieh 
jetzt offenbar in zwei Punkten berühren, welche bez. auf der längsten 
oder kürzesten Haupttmgheitsaxe lie^n. Im erstereu Falle wird das 
EUipsoid von der Kugel, im letzteren Falle die Kugel von dem Ellipsoid 
ganz umschlossen. Erteilen wir nun dem Kreisel einen kleinen Stofe, 
80 ändern wir dadurch die Konstanten h und G, d. h. die Qrofse unseres 
Ellipsoides und unserer Kugel, ein wenig ab. Der Berührungspunkt 
löst sich dann beidemal in eine kleine in sich zurücklaufende Kurve 
auf, welche dem früheren Berührungspunkt in ihrer ganzen Erstreckung 
um 80 näher liegt, je kleiner die Änderung von h und ö war. (Aller- 
dings kann sich der Berührungspunkt bei willkürlicher Änderung von 
Ä und G auch in eine imaginäre Kurve auflösen; die hierfür not- 
wendigen Werte unserer Konstanten sind aber mit der mechanischen 
Bedeutung dieser GrSlsen unvereinbar, so dals wir hiervon absehen 
können). 

Ganz ähnlich, wie die Impulskurve, verhält sich die Kurve der 
Polkodie, welche ja aus jener durch eine einfache Deformation nach 
den Hauptasen des Körpers abgeleitet werden kann. Auch diese Kurve, 
welche bei der gleichförmigen Rotation aus einem einzelnen Punkte 
besteht, verwandelt sich bei Hiuzufügung eines kleinen äuIJseren An- 
stolses in ein kleines Oval, welches jenem Punkte dauernd sehr nahe 
liegt Hieraus schliefen wir, da& beim Abrollen der Polhodie in 

Slaln-Bommaifeld, KnlaelbevagniiE. 9 



unserer festen Ebene von pag. 121 eine Harpolhodiekurve entsteht, deren 
Diroensiotien gleichfalls um so kleiner sind, je kleiner der störende 
Stoßj gewählt wird. Aus alledem folgt: 

Die gleichförmige BotaUon des Kreisels i«m die gröfsk oder kleinste 
Hauptaxe des Trägheitsdlipsoides ist eine staMe Bewegungsform. 

Nehmen wir zweitens an, dafs die Rotation um die mittlere Haupt- 
axe des Trägheilsellipsoides erfolgt. Wir betrachten zunächst wieder 
die Impulskurve. In unserem Falle reduziert sich diese auf einen der 
DurchstofBungs punkte der mittleren Haupt- 
trägheitsaxß mit der Kugel vom Radius G. 
In diesem sowie in dem diametralen Punltte 
wird unsere Kugel 2) von dem EUipsoide 1) 
berührt- Man erkennt aber aus der neben- 
stehenden Figur sofort, dafs es noch un- 
endlich viele andere Punkte giebt, welche 
beiden Flächen gemeinsam sind. Beide Flachen 
miiasen sich nämlich notwendiger Weise durch- 
setzen; die Enden der grÖfsten Hauptaxe des 
Ellipsoids beispielsweise ragen aus der Kugel 
hervor-, die kleinste Hauptaxe liegt ganz im 
Innern der Kugel. Die vollständige Schnitt- 
kurve besteht aus zwei Kreisen, nämlich den- 
jenigen Kreisschnitten des Ellipsoids, welche 
sich in den Endpunkten der mittleren Haupt- 
'^'■'*- ase kreuzen. Es ist leicht, die analytische 

Bedingung anzugeben, welche für das Eintreten des vorliegenden Falles 
erforderlich ist. Ist B das auf die mittlere Hauptaxe bezügliche 
Trägheitsmoment, so haben wir die Konstanten H und G so zu be- 
messen, dafs sich für L= N^O aus den Gleichungen (1) und (2) von 
pag. 123 derselbe Wert von M' ergieht; unsere Bedingung lautet also 
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= 2h B. 



Ändern wir jetzt durch Hinzufflgung eines äufseren Anstofaee die 
Dimensionen von Kugel und ElUpsoid ein wenig ab, so entsteht alle- 
mal eine Kurie, welche sich von dem ursprünglichen Berührungspunkte 
um ein endliches Stück entfernt. Die beiden Berührungspunkte fzw- 
sammen mit den hindurchgehenden Kreisen) lösen sich je in zwei Ovale 
auf, welche auf dem abgeänderten EUipsoide die Endpunkte der gröfsten 
oder die der kleinsten Hauptaxe umgeben. Man vergleiche hierzu die 
Figuren 19 und 20, In diesen ist die äufsere Störung speziell derart 
vorausgesetzt, dafs das Ellipsoid seine Gröfae belmlt und nui' die Kugel 
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verändert wird; a. zw. ist in Figur 19 die Kugel gegen früher ver- 
grölsert {G* > 2kB), in Fig. 20 verUeinert (G' < 2kB). 

Auf Grund des hiermit geschilderten Verhaltens der Impulskiirve 
können wir bereits den interessanten Satz aussprechen: 

Die gleichförmige Rotation des allgemeinen Kreisels um die Axe des 
mHüeren Bai^tirägheiismotnmites ist eine instabile Bewegungsform. 





Wir wollen auch noch das Verhalten der Polhodie- und der Her- 
polhodiekurre kurz betrachten. Die Gestalt der Polhodiekurve ist 
natürlich der unserer Impulskurve ganz analog. Im Falle G* ^ 2kB 
besteht die Polhodiekurve aus einem Punkte, während der Schnitt der 
Ellipsoide 3) und 4) von pag. 124, auf welchen die Polhodie verläuft, 
zwei kongruente Ellipsen ergiebt. (Sie entstehen aus den oben ge- 
nannten Kreisschnitten des Ellipsoides 1) durch die Deformation 
p ^ L/A, q ^ MjB, r = N/C). Machen wir nun durch einen 
äulaeren Anstofe G' ^ 2hB, so losen sich die beiden Ellipsen in zwei 
Ovale auf, welche sich von der punttförmigen Polhodie des Falles 
G' = 2hB um endliche Stücke entfernen, wie klein auch der störende 
Anstofs war. 

Aus diesem Verhalten der Polhodiekurve scUiefsen wir sofort, 
dafe auch die Herpolhodiekurve, welche wir ja durch Abwickelung der 
Polhodiekurve erhalten haben, ihre Gestalt unstetig verändern wird. 
Während diese Kurve im Falle G* = 2AB aus einem einzelnen Punkte 
besteht, erhält sie im Falle G' ^ 2hB sogleich endhche Dimensionen, 
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welche durch Verkleinerung der Differenz G* — 2AB nicht beliebig 
klein gemacht werden können. Auf die hierbei auftretenden interessanten 
Einzelheiten*) können wir an dieser Stelle nicht näher eingehen. 

Wir gehen nun zu dem symmetrischen Kreisel Über, liei dem sym- 
metrischen Kreisel gi^t es erstciUlieh unendUdt viele permanente Dr^ungs- 
axen; es sind dieses aufser der Figurenaxe die sämtlichen Axen der 
Aquatorebene. Wir stellen auch hier die Frage noch der Stabilität der 
betr, Bewegungsformen. 

Bei der Botation um die Figurenaxe erledigt sich die Frage da- 
durch, dals wir den symmetrischen Kreisel als Orenzfall des allgemeinen 
Kreisels auffassen. Der Figurenaxe entspricht beim allgemeinen Kreisel 
jedenfalls die Ä^e des grofsten oder kleinsten Hauptti^heitsmomentes 
(je nachdem der symmetrische Kreisel ein verlängerter oder ab- 
geplatteter ist). Daher werden wir sagen können: 

Die Botaiion um die Figurenaxe ist eine stabile Beteegungsform des 
symmetrischen Kreisels. 

Bei der liotaHon um eine Axe der Äqualorebene dagegen läTat uns 
der Vergleich mit dem aUgemeinea Kreisel im Stich. Eine solche Axe 
kann nämlich ebensowohl als Orenzfall der mittleren wie als Orenzfall 
einer der beiden extremen Haupttr^heitsaxen des allgemeinen Kreisels 
uigesehen werden. Dementsprechend zeigt die folgende spezielle Unter- 
suchung, dafs die Stabilität» Verhältnisse des symmetrischen Kreisels bei 
der gedachten Rotation in gewisser Weise die Mitte halten zwischen 
der vollständigen Stabilität oder Instabilität des um eine Axe von 
extremem oder mittlerem Hauptträgheitsmomente rotierenden allgemeinen 
Kreisels. 

Betrachten wir hier zunächst die Eerpolhodiekurve. Wir stützen 
uns dabei auf unseren früheren Satz, dafs die allgemeinste Bew^^ng 
des symmetrischen Kreiseb eine reguläre Präcessionsbewegung um die 
Axe des Impulses ist. Zuvörderst falle der Impuls genau in eine 
Aquatorase. Die Herpolhodiekurve besteht dann ans einem Punk% 
welcher auf derselben Axe liegt. Darauf fügen wir einen kleinen Zu- 
aatzimpuls hinzu, wodurch die Lage des Impulses im Raum und im 
Körper momentan ein wenig abgeändert wird. Die Lage des Drehunga- 
vektors ergiebt sich durch die uns geläufige Konstruktion. Jedenfalls 



*) Die Herpolhodiekurve nimmt unter ümatänden eine Bpiralenform an. 
Diea tritt ein, wenn der AnglorR speziell m) abgepafgt wird, doTs die oben ge- 
mmntc Schnittkurve der EUipaoidc S) und 4) (^bestehend aus uuaereu beiden 
kongruenten Ellipsen) als Bolehe nicht geändert wird und JaTii nur der Drehpol 
im KOrper von dem Doppelpunkt der Schnittkurve aua auf der einen oder der 
anderen Gllipee ein wenig verscbuben wird. 



§ 8. Die «og. Stabilit&t der Drehungeaxe. 

ist der abgeänderte DrehungsTektor nach Gröfse und Richtung von 
dem ursprünglichen sehr wenig verschieden. Die Gestalt der Herpol- 
hodiekurve erhalten wir nun, indem wir den Endpunkt des so kon- 
struierten Drehungsvektors auf einem Kreise um die abgeänderte Axe 
des Impulses herumführen. Dieser Kreis wird um so kleiner, je kleiner 
der störende Anatofa war. Also verändert die Herpolhodiekurve ihre 
Gestalt beliebig wenig — im Gegensatz zu der Herpolhodiekurve bei 
der entsprechenden Bewegung des allgemeinen Kreisels. 

Trotzdem müssen wir aber die fragliche Bewegung des symmetrischen 
Kreisels nach unserer obigen Stabilitätsdefinition als labil bezeichnen. 
Betrachten wir nämlich die Polhodickurve. Bei der ursprünglichen Lage 
des Impulses besteht die Polhodiekurve aus einem einzelnen Punkt. 
Diese Angabe seheint im Widerspruch zu stehen mit dem früher ge- 
fundenen Resultate, dafe die Polhodiekurve allemal ein Kreis um die 
Figurenaie ist. Der Widerspruch löst sich dadurch auf, dafs wir uns 
vorstellen: Auch bei der gleichförmigen Rotation um eine Aquatorase 
bat der Endpunkt des Drehungsvektors die Tendenz, auf einem Kreise 
um die Figurenaxe fortzuwandem; hierbei kommt er aber nicht von 
der Stelle, weil die Herpolhodiekurve aus einem einzelnen Punkte be- 
steht. Die durch unsem Anstols abgeänderte Gestalt der Polhodiekurve 
erhalten wir jetzt, indem wir den abgeänderten Endpunkt des Drehungs- 
vektors auf einem Kreise um die Figurenaxe herumwandem lassen. 
Die Polhodiekurve verändert also bei Hiuzufügung unseres kleinen 
Anstolses ihre Gestalt in unstetiger Weise — in Übereinstimmung mit 
der Polhodiekurve bei der entsprechenden Bewegung des allgemeinen 
Kreisels, Das Gleiche gilt von der Kurve, welche der Impuls im 
Körper beschreibt. 

Jedenfalls müa^en wir nach dem Yorangehendeu sagen: 

Die gleicftförmige Rotation des Kreisels um eine Axe seiner Äquator- 
d>ene ist eine- labile Beweffungsform. 

Schliefslich betrachten wir den Kugelkreisel, Bei diesem ist jede 
Axe Hauptaxe des Trägheitsellipsoides, woraus zu folgern ist: 

Bei dem KugeUireisd ist jede Ace durch eine permanente 
Brekwngsaxe. 

Die allgemeinste Bewegung des KugeÜcreisels besteht in äner gleich- 
förmigen Botation um eine im Baume feste Axe. 

Man überzeugt sich Überdies leicht, dafs jede solche Rotations- 
bewegung einen stabilen Charakter besitzt. 

Nehmen wir den zu Anfang dieses Paragraphen angestellten Ver- 
gleich zwischen der Kinetik des Kreisels und der des einzelnen Massen- 
punktes noch einmal auf, so können wir sagen: 
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Der Ktufclkrmel bildet nicht nur in Sejsttg auf das Verhalten des 
Jmpulsvektors sondern auch hinsichtlich lies Geschwindigkätsvekiors das 
genaue Analoffon sni dem einzelnen Massenpunkte; es bleibt nämlich auch 
dieser Vektor bei der kräftefreien Bewegung des Kugdkreisds nach Richtung 

und GrÖfse im Räume konstant. — 

Häufig gebraucht man das Wort „Stabilit&t" nach dem Vorgänge 
Ton Foucanlt nocli in einem anderen Sinne als oben gescheben. 
Man versteht darunter nämlich die scheinbare Tendenz gleichförmig 
rotierender Körper, gegenüber äui'seren Störungen die Richtung ihrer 
Rotationsaxe im RÄume beizubehalten. Die Erscheinungen, um welche 
es sich bei diesen Versuchen handelt, sind bekannt genug. Wir denken 
etwa an unser in der Einleitung geschildertes Demonstrationsmodell 
eines Kreisels, welches wir durch Übergewichte so ausbalancieren 
mögen, dalJs der Schwerpunkt in den Unteratützungspunkt zu liegen 
kommt. Indem wir den Kreisel durch Abwickelung einer Schnur in 
Bewegung setzen, erteilen wir ihm eine ziemlich starke Rotation, 
welche die Figurenaxe zur Rotationsaie hat. Ohne grofse Anstrengung 
wird man es erreichen, da£s der Kreisel 20 Umdrehungen in der 
Sekunde macht. Wenn wir jetzt die Neigung der Figurenaxe er- 
kennbar abändern wollen, so müssen wir eine erhebliche Kraft auf- 
wenden. Kleinere Störungen, z. B. eine Erschütterung des Gestelles, 
ein leichter Schlag auf die Oberfläche des Kreisels, bringen kaum eine 
merkliche Änderung des Bewegungszustandea hervor. Hiermit ver- 
gleichen wir die Thatsache, dafs der nicht rotierende Kreisel auf jeden 
beliebigen Anstofs offenbar mit einer deutlichen Bewegung reagiert. 
Wir werden dann in der That geneigt sein, an eine gewisse Wider- 
standsfähigkeit zu glauben, welche der Kreisel vermöge der Rotation 
gewinnt. , 

Analoge Verhältnisse beobachtet man sehr häufig hei frei be- 
weglichen Körpern*). Wenn man ein Ziel mit einem geworfenen 
Körper treffen will, so erteilt man letzterem beim Abschleudern stets 
eine möglichst starke Rotation. Dadurch allein kann man einen 
regelmäisigen und im Voraus bestimmbaren Gang des Körpers be- 
wirken. Im anderen Falle würden allerlei Nebenumstände, die Wirkung 
des Luftwiderstandes, zufällige Strömungen in der Luft etc. die Bahn 
erheblich stören. Dies kommt z. B. für das Diskuswerfen der Alten 
oder für das heute Übliche Reifenspiel in Betracht. Im Grofsen findet 

*) Zahlreiche Beispiele dieaer Art finden eich in der populär gehaltenen 
Schrift von Perr;: Spinning topa, Lcndon 1R90; wir möchten dieses anregende 
und durch seine amfiaante Darstellung auegezeichnete Büchlein angel^entUdut 
empfehlen. 



die Sache Anwendung bei der Einrichtung der modernen Artillerie- 
und Infanteriewaffen, nämlicli bei der Benutzung gezogener Läufe, 
worauf wir später zurückkommen. 

Die Erklärung aller dieser Erscheinungen ist für ima, die wir den 
Begriff des Impulses beherrschen, äuTserat einfach. Wir sprechen dabei 
von unserem Kreisel, können aber ebenso gut auch au irgend eins 
der zuletzt genannten Beispiele deukeu. Durch den ursprünglichen 
Antrieb haben wir einen Impulavektor geschaffen, welcher nahezu in 
die Richtung der Figurenaxe fällt und eine erhebliche Länge hat. 
Mit diesem Impuls setzt sich der Impuls der äuTseren Störung nach 
dem Parallelogramm der Kräfte zusanamen. Ist letzterer erheblich 
kleiner, als erster er, so wird der ursprüngliche Impuls nach Lage 
und Grofse nur wenig abgeändert Mitbin ist auch der abgeänderte 
Bewegungszustand von dem ursprünglichen nur wenig verschieden; die 
Rotationsase behält ihre Lage im Kaume nahezu bei und auch die 
Fi^renaxe bleibt in der Nähe ihrer früheren Lage. 

Um ein numerisches Beispiel zu geten, mögen wir etwa die oben 
genannte Zahl von 20 Umdrehungen in der Sekunde zu Grunde legen, 
Die Winkelgeschwindigkeit beträgt dann 2ä . 20 (sec""'). Ihr ent- 
spricht nach unseren Festsetzungen ein Drehung« vektor von 23t . 20 cm 
Länge. Um den zugehörigen Impulsvektor zu berechnen, müssen wir 
uns ein Urteil über die GrÖlse des Trägheitsmomentes um die Figurea- 
axe bilden. Wir denken uns zu dem Zwecke den glockenförmigen 
Hauptteil unseres Modelles etwa durch eine Kreisscheibe von 1 cm 
Dicke und 10 cm Radius ersetzt. Die Dichte des Materiales betrögt 
ca 8 (gr. cm-^), (nämlich 7,6 für Eisen, 8,5 für Kupfer), Für das 
Trägheitsmoment findet man daraufhin leicht den Wert 4jr.lO* (gr. cm*); 
der Impulsvektor bekommt daher nach unseren früheren Verabredungen 
die Länge von {4ji)^ 10'' gleich ca 15 . 10* cm. Der ImpiJsvektor ist 
also etwa 150 Kilometer oder 30 deutsche Meilen lang! Sodann be- 
rechnen wir die Gröfee des Zusatzimpulses in einem konkreten Beispiel. 
Wir wollen etwa von der Höhe eines halben Meters einen Körper von 
der Masse eines Gramme» auf den Rand der Kreiselscheibe herabfallen 
lassen. Die Geschwindigkeit, mit welcher unser Körper unten an- 
kommt, ist nach den Fallgesetzen gleicli ^^gh d. h. für /* =' 50 cm, 
y ^ ca. 900 (cm aec-*) gleich 300. Der ausgeübte Stofs betrifft also 
300 (gr. cm 8ec~'). Das Drehmoment desselben ist, da der Radius der 
Kreiselscheibe zu 10 cm angenommen wurde, gleich 3000. Unser 
Zusatzimpuls hat hiernach die Länge von 30 m und ist, wenn die 
Figurenase vertikal steht, horizontal gerichtet. Es ist klar, dals dieser 
Zusatzimpuls gegenüber der stattbeben Länge des ursprünglichen 
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Impulses nar eine relativ geringe Änderung bedeutet. Die zugehörige 
Änderung dea Bewegungazustandes wird daher kaum beobachtet werden 
können. Zusaiumenf aasend können wir sagen: 

Die fraglichen Erscheinungen sind an stell nicht merkumrdiger als 
die durchaus selbs^rerständlichfi Tliatsadie, dafs ein in schneller Vorwärts- 
hewegimg begriffene Körper durdt einen seiÜichen Anstofa um so weniger 
aus seiner Richtung abgelenlct wird, je gröfser sein ursprünglichtr Trans- 
loMonsimpuls oder, tcas dasselbe ist, seine Translationsgeschwindigkeit war. — 

Etwas anders stellt sich die Sache, wenn wir statt einer einmaligen 
oder kurzen Störung eine kontinuierliche Einwirkung haben. Offenbar 
kann eine ganz kleine aber anhaltende Abänderung dos Impulses selbst 
gegenüber einem sehr grofaeu Anfangs betrage eine erhebliche Wirkung 
erzielen, falls wir nur die Beobachtung Über ein genügend grofees Zeit- 
intervall ausdehnen. Dieses ist auch in der Tbat der Fall, wie da» 
im Folgenden zu besprechende Beispiel der Schwerewirkung zeigt. 

Nachdem wir die Erscheinungen selbst vollständig verstanden 
haben, wollen wir schlieJilich noch die AusdrMksweisc von der Stabilität 
der Motahonsaxe kritisieren, durch welche man diese Erscheinungen 
häutig beschreibt. 

Zunächst werden wir dem Worte „Stabilität" seinen spezifischen 
Sinn reservieren wollen, in dem es zu Anfang dieses Paragraphen vor- 
kam und in dem es den Gegensatz zu dem Worte ^Labilität" bildet. 
Wir werden daher statt Stabilität der Rotationsaxe lieber „ErhaUtmg 
der Rotationsajx" sagen. Sodann möchten wir hier überhaupt nicht von 
der Rotationsaxe, sondern von der Impulsaxe sprechen. NiclU der 
Drehungsvektor, sondern der Jmpukvcktor ist es, auf den es dynamisch 
in erster Linie ankommt. Haben wir die Lage des Impulsvektora er- 
mittelt, so folgt die Lage des Drehungsvektors unmittelbar, z. B. auf 
Grund der Konstruktion von pag, 101. Es ist durchaus falsch, dalk 
zur Verlegung des Drehungsvektors eine äufsere Ursache, eine Erafl, 
erfordert wird. Die Eraft wird nickt zur Verlegung des Drehungs- 
vektors sondern zur Verlegung des Impulsv^^Uors gebraucht Denken wir 
z. B. an die allgemeine Bewegung des kräftefreien Kreisels. Hier ändert 
die Drehiingsaxe fortgesetzt ihre Richtung, indem sie auf dem Herpol- 
hodiekegel entlang wandert, ohne dafs eine äufeere Kraft wirkt, 
während andrerseits der ImpolßTektor fest bleibt. Die Änderung der 
Drehungsaxe findet eben deshalb und in solcher Weise statt, dafe die 
Impulsaxe ungeändert bleiben kann. 

Und nun gilt (wie wir vrissen) das „Gesetz von der Erhaltung 
der Impulsaxe" gegenüber äuikeren Störungen nicht genau. Wie klein 
auch der hinzukommende Impuls gegen den ursprünglichen sein mag, 
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immer bringt er eine endliche Änderung hervor. Diese genügt; um 
die anfengs etwa zusammenfaUenden Axen der Rotation und des 
Impulses zu trennen. Infolgedessen steht die Drehungsaxe fortan 
im Räume nicht mehr still^ sondern beschreibt (bei dem symmetrischen 
Kreisel) einen dünnen Ereiskegel um die Impulsaxe. Das Gleiche gilt 
Yon der Bewegung der Figurenaxe. 

Hiemach werden wir das vermeintliche Oesetz von der Stabilität 
der Rotationsaxe dahin korrigieren müssen ^ dafs wir sagen: 

Der Impulsvektor wird unter geimssen, in der Praxis häufig vor- 
liegenden VerhaUnissen durch äufsere Störungen reUxtiv wenig geändert. 
Infolgedessen werden, wenn die Bewegung anfangs um die Figurenaxe 
stattfand, der Herpolhodiekegd und der von der Figurenaxe hei der ab- 
geänderten Bewegung beschrid>ene Kegd auch nach der Störung eine 
sehr kleine Öffnung behalten. 



Die Enterscben Gleichungen nebst weiteren AnsfUhrnngen zar 
Kinetik des Kreisels. 

§ I. Ableitung der Eolersohen Olefobungen. 

Kuchdem wir in Jen vorigen Kupiteln die geometrischen nnd 
mechanischen Grundlagen der Kreiseltheorie kennen gelernt haben, 
wollen wir in diesem zunächst die analytische Behandlung des Problems 
vorbereiten. In erster Linie gilt es, die berühmten Eulerschen Gleichungen 
abzuleiten. 

Wir beginnen mit einer kinematischen Betrachtung, indem wir 
an unsere früheren Resultate Ober die unendlich kleinen Drehungen 
anknüpfen. 

Es bandle sich um einen beliebigen Vektor, den wir eineraeita 
auf ein festes, andrerseits auf ein um bewegliches System beziehen. 
Im ersteren Falle nennen wir ihn i, im letzteren J. Die Koortünaten 
des Endpunktes seien bez. l, m, n und L, M, N. Die Bezeichnungen 
sind mit Kflcksicht darauf gewählt, dafs wir unseren Vektor sogleich 
mit dem Impulsvektor identifizieren werden. Richtung und Gröfse des 
Vektors seien beliebig variabel. Die Veränderung, welche er in der 
Zeit dt erleidet, werde mit rfi bez. mit dJ bezeichnet, je nachdem wir 
sie im festen oder im beweglichen System messen. Die Komponenten 
von di nach den festen Koordinatenaxen sind dl, dm, dn, die Kompo- 
nenten von dJ nach den beweglichen dL, dM, dN. Schlielslich 
wollen wir mit dk, d(i, dv die Komponenten von di nach den be- 
weglichen Koordinatenasen bezeichnen. Das bewegliche System erfahre 
in jedem Momente die unendlich kleine Rotation B, deren Komponenten 
im beweglichen System wie früher mit p, //, r bezeichnet werden mögen. 

Wir ziehen nun das Schema (3) von pag. 41 heran. Dieses Schema 
können wir so auffassen, dafs es die Koordinaten eines im Räume 
festen Punktes P in Bezug auf zwei successive Lagen des beweglichen 
Koordinatensystems mit einander in Verbindung setzt Als Punkt P 
betrachten wir den Endpunkt des Vektors i zur Zeit t. Dieser Punkt 
bat im beweglichen System zur Zeit t die Koordinaten L, M, N\ es 
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fragt sich, welche Koordinaten demselben Raumpimkte zur Zeit ' 
zukommen, 

Eb sind dieses nicht etwa die Koordinaten L-\-dL, -M-^dM, 
N -^ dN. Diese kommen vielmehr dem Endpunkte P' dea v^hrend 
der Zeit dl abgeänderten Vektora i zu. Wir kommen aber von dem 
Punkte JP' zu P zurück, wenn wir die Änderung dt unseres Vektors 
wieder rückgängig machen. Da nun die Komponenten von di im be- 
weglichen System mit dX, dfi, dv bezeichnet wurden, so werden die 
Koordinaten von F im beweglichen System zur Zeit t-^-dt die folgenden 
werden: 

L + dL — dl, M-i-dM-dfi. N-\-dN-dv. 
Unser Schema (3) liefert nun, von oben nach unten gelesen, fSr 
die Koordinaten des Punktes P folgende ReLitionen: 

L -^-dL ~dl^ L + rMdt — qNdt, 
M+dM~dii = — rLdf-\- M -{-pNdt, 
N + dN^dv = qLdt—pMdt+ N . 
Hierfür können wir auch schreiben: 



(1) 



4- r Jtf — qN, 
-rL -i-pN, 

qL — pM 



Der Sinn dieser Gleichungen wird sehr viel deutlicher, wenn wir una 
der Schreibweise der Vektoranalysia bedienen. Benutzen wir nämlich 
den pag. 61 erklärten Begriff des vektoriellen Produktes, so können 
wir die vorstehenden Gleichungen folgendermafsen zusammenfassen; 



(l'} 



dt 



dt 



-nj.jR), 



wobei wir auf der rechten Seite statt V(J, R) natürlich auch F(j, R) 
schreiben dürfen. 

Die geometi-ischn Differenz der Änderungsffeschuivndigkeiten wua^ 
Vektors gegen das feste und gegen das hewegliche. System ist also nacÄ 
Richtung utui Gröfse gleich dem veHorieUeti Produkt unseres Vektors J 
xmd des Drehungsvektors R. 

Verbinden wir diesen fundamentalen und sehr allgemeinen kine- 
matischen Satz mit den kinetischen Prinzipien des vorigen Kapitels, 
80 ergeben sich die Eulersehen Gleichungen mit einem Schlage. 

Es handle sich erstens um die kräftefreie Bewegung. Der Vektor 
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des vorigen Satzes sei der Impuls des Kreisels; das Koordinatensystem 
X YZ kann zunächst eine beliebige Lage gegen den Kreisel haben. 

Bei der kräftefreien Bewegung ist der Impuls im Räume konstant. 
Wir haben also 

i = conat. oder j> = 0- 

Die Gleichung (l) ergiebt nun 

(2) w-mS). 

Wir haben damit eine erste ve}c(orielk' Form der EuterscHen OleiehaHgS^ 
des kräflefreien Kreisels abgeleitet. 

Zu einer zweiten Form derselben Gleichungen gelangen wir, wenn 
wir von der Vektorgleichung (2) zu ihren Komponentengleichungen 
nach den Koordinatenaxen zurttctgehen. Es ist dieses derselbe tJber- 
gang im umgekehrten Sinne, der uns oben von (1) zu (1') führte. 
Unsere zweite Form der Etderschcn Gleichungen des kräftefreien Kreisels 
ist daher die folgende: 



(2") 



— rM-qN, 

ri +plf, 

= qL — pM 



Wir kommen schlieMich zu einer dritten Form derselben Qla 
chungen, wenn wir einen der beiden Vektoren J und R vermöge der 
zwischen ihnen bestehenden Relation eliminieren. Die Elimination 
wird besonders einfach, wenn wir das Xl'^-System speziell mit dem 
Haupttmgheitskreuz zusammenfallen lassen. Dann können wir nämlich 
die Komponenten von J einfach durch die Werte ersetzen: 

L = Ap, M-^Bq, N-^-Cr 
und erhalten für die Komponenten von B die DiETerentialgleicbuiigen: 



(2") 






Ä)rp, 
B)pq. 



Dies sind die Eukrsclu^ Gkivlmttffm der kräftefreien Bewegung in der 
gewiiktdieb hctmtetett Torrn. 

Die letzte Formulierung der Eiilerscben Oleichuugeil ist ersichtlich 
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weniger aUgemein, wie die vorangelieiiden, weil sie eine spezielle Lage 
des Koordinatensystems voraussetzt. Die Gleichungen (2"} gelten für 
eine ganz beliebige Lage des im Kreisel festen Systems und ändern 
ihre Form überhaupt nicht, wenn wir das Koordinatensystem drehen. 
Die Gleichung (2) ist in gewisser Weise der vollkommenste Ausdruck 
der £ulerschen Gleichungen, weil sie überhaupt keine Beziehung auf 
ein Koordinatensystem enthält. Diese Gleichung setzt am unmittel- 
barsten die folgende Thatsache in Evidenz: 

Die Eulersdien Gleichungen der kriiftefreien Beu^egung sind nichts 
anderes als der analytische Ausdruck dafür, dafs der Impuls im Räume 
konstant ist. 

Ebenso ergeben sich die Eulerscheu Gleichungen beim Hinzutreten 
beliebiger auf serer Kräfte. Die letzteren setzen wir zunächst hin- 
sichtlich des Bezugspunktes zu einer einzelnen Drehkraft zusammen, 
welche wir mit A bezeichnen und welche in dem (beliebig gelegenen) 
XF^-System die Komponenten A, M, N besitzen möge. Die Änderung 
di, welche der Impuls im Räume beim Hinzutreten der aufseren Kräfte 
während der unendlich kleinen Zeit dt erfährt, wird alsdann nach dem 
Fundamentalsatze IIa von p^. 115 gleich dem unendlich kleinen Stolhe 
Adt, Wir haben also die Gleichung: 

^ = A. 
Mit Rficksicht darauf ergeben sich die Eulerschen Gleichungen beim 
Vorhandensein äufeerer Kräfte wieder direkt aus der kinematischen 
Gleichung (1'). 

Als eine erste Form dieser Gleichungen erhalten wir 

(S) -^_F(J,B) + A. 

Gehen wir wie oben zu den Komponentengleichungen über, so 
entsteht eine ewäte Form dieser Gleichungen, welche bei beliebiger 
Lage des Koordinatensystems XYZ gilt, nämlich 



(30 



dN 



rM 



^= iiL — pM 



-qN+ A, 
+ pN+K, 
+ N. 



WoUen wir einen der beiden Vektoren J oder R eliminieren, so 
ist es vrieder bequem das X TZ- System mit dem Tragheitskreuz zu- 
sammenfallen zu lassen. Dann kommen wir auf die ffeii'öhnlicjie F(/nn 
der Eulersdten Gleichungen heim Vorliamiensein äufserer Kräfte: 
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(8") 






■C)qr+ A, 
ÄYfp + M, 
B)pq+ N. 



Die Formen (3) und (3') der Eulerschen Gleicliungen verdienen 
wieder vor (3") den Vorzug, weil sie unabhängig von der Wahl des 
Ko Ordinate uHjsteins sind. Die Gleicliungen (3) zeigen besonders deutlich: 

Beim VorJiandensein äußerer Krisle sind die Eulerschen Gladamgen 
der anaiytisdie Ausdruck für die Thatsache, dafs die Änderungagesehwtn- 
digheit des Impulses im Kaum nach Richtung und Gröfse gleich ist der 
den äufseren Kräften etttspredtenden Drelikrafl. 

Bei Euler treten die uach ilim benannten Qleicliuiigen zum ersten 
Male in der Abhandlung auf: „Mouveraent de rotation des corpa solides 
Butour d'un point fixe"*). Die vektorielle Schreibweise kommt bei 
Hm, Tait in seiner Arbeit**): „On the rotation of a body about 
a fiied point" vor. Die hier vorgetragene Äuffasaung der Euler- 
schen Gleichungen ist wohl zuerst (1854) von Hayward***) in der 
früher citierten Abhandlung gegeben worden. Sie operiert mit dem 
mechanischen Systeme ab mit einem Ganzen und läfst an Einfachheit 
nichts zn wünschen übrig. Die Poinsotsche Ableitung derselben Glei- 
chungen"[-), welche wir sofort näher kritisieren werden, ist viel weniger 
durchsichtig. 

Wir wollen die diesbezüglichen Poinsotschen Betrachtungen hier 
nur soweit reproduzieren, als sie uns mit einer tieuen Auffassung iles 
in den Eulersdwn Ghichungen auftretenden vckioriellim Produktes aus 
JmptUs- timt Drcftungsvektw ausstattet. Dieser bei unserer Ableitung 
kinematisch definierte Term besitzt, wie wir zeigen wollen, eine ein- 
fache kinetische Bedeutung. 

Wir wollen uns zu dem Zwecke einmal vorstellen, dafe die Drehungs- 
axe im Körper fest sei, und dala der Kreisel um diese mit konstanter 
Geschwindigkeit rotiere. Abdann würde in jedem Massenpunkte des 
Kreisels eine Centrifugalkraft angreifen, deren GrÖfae und Richtung 

*) AbhandlangeQ der Berliner Akademie vom Jahre 1758. 
") Vgl. TranaactionB of the R, Sol^. of Kdinburgb, Vol. 26, 1869, pag, 279, 
380. Der Vektor ip(R), welcher bei Tait sowie früher bei Hamilton (Klemente 
der Quftterntonenrechnuag, Band ä, p-ag. 350 der deutschen Ausgabe) durch eine 
liendich kompli;tiert« Vektorgleichun^ niitl^lat den RotaliunHvekt«» Jt definiert 
wird, ist unser Impulu. 

••') Vgl. oben pag, 11.1. 
t) Vgl, ThiSorie aouvelle . , ., Nr. G3 a. ff. 
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sich nach den Regeln der elementaren Punktmechanik bestimmt. Wir 
werden darauf alle diese Centrifiigalkräfte hinsichtlich des festen Punktes 
als Bezugspunkt zu einer resultierenden „cetUrifugalm Drehkrafi" C 
zusammensetzen. Dü:se Drehkraft, behaupten wir, ist gerade gläch dem 
in Bede stehenden vektvrieUen Produkt: 
(4) C = V(J, E). 

Beim Beweise wollen wir ähnlich verfahren, wie pag. 94 geschehen, 
als wir aus dem System der zu den einzelnen Massenteilchen gehörigen 
Elnzelimpulse den Gesamtimpuls dea Kreisels ausammenaetzten. Wir 
wollen nämlich die (als fest gedachte) Drebungsaxe zur X-Axe nehmen, 
so dals wir die (als konstant vorausgesetzte) Rotati onagesch windigkeit 
mit p bezeichnen können. Jedea Massenteilchen dm dea Kreisels wird 
ftl sHft nn auf einem Kreise um die X-Axe mit der konstanten Winkel- 
geschwindigkeit p herumgeführt. Der Radius des Kreises wird, wenn 
die Koordinaten von dm XYZ aind, y* l'* -}- Z*. 

Bei dieser Bewegung wird das einzelne Massenteilchen von einer 
Centrifugalkraft angegriffen, deren Vektor wir mit Ä" bezeichnen wollen. 
Wir werden den Begriff der Centrifugalkraft im fünften Paragraphen 
vom Standpunkte der Impulstbeorie aus entwickeln. Hier entnehmen 
vrir den dortigen Ausführungen die wohlbekannte Thatsache, dalä der 
Vektor der Centrifugalkraft nach Richtung und Sinn radial vom Mittel- 
punkte des Kreiaea nach auTsen gerichtet ist und dala der Qröfse 
nach in unserem Falle 

|ff| = rfm-pVr* + Z**) 
ist. Die Komponenten von K nach den Koordinatenasen werden daher, 
wie man leicht erkennt, bez.: 

K^ = 0, K'' = 2''i'<i'>i, K'=l^Zdm. 

Aus dem System der Einzelkräfte K berechnet sich die cebtri- 
fagale Drehkraft C' nach den Regeln der Statik. Aus den Gleichungen 
(1) von pag. 85 ergeben sich die Komponenten von C folgender- 
malsen: 

■/- 



(5) 



6'Jt=0, 



C 



\ ZXdm, 



f X Ydm. 



*) Die Bezeichnung | K\ fOr die GrOfae de» Vektors K entnehineD wir der 
in der Funktion entheorie üblichen Schreibweise (vermOge deren man ja den 
absoluten Betrag der komplexen Zahl e ^ x -|- >y, d. h. die Länge dea zwei- 
gliedrigen Vektors ;r + iy mit \i\ bezeichnet) Die EinfQbrung dieses Zeichens 
wird uns im Folgenden Läufig bequem sein, weil sie uns der Mühe flberhebt, 
in jedem Falle Richtung und Sinn der betr. Vektoren in uneem Formeln tarn 
Ausdruck zu bringen. 
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Erinnern wir uns andrerseits der Ausdrücke, welche pag. {I4 bei 
gleicher Lage des Koordinatensystems für den resal tiefenden Impuls 
abgeleitet wurden. Wir fanden für die Komponenten desaelben: 

(6') L=pfiY^-\-Z*)dm, M pj XYdm, N^ — pjzXdm. 

Mit Rücksicht auf diese Gleichungen können wir die Gleichungen 
(5) folgend ermaleen schreibent 

6" = 0, 6"' = pN, C pM. 

Die rechterhand stehenden Grofsen sind aber nach der analjtiBcheii 
Definition des rektoriellen Produktes von pag. G2 direkt mit den 
Komponenten von V(J, B) identisch, da bei unserer Wahl des Koordi- 
natensystems zwei Komponenten des Vektors R verschwinden (q K>r^O). 
Unsere obige Behauptung ist mithin erwiesen. 

Auf Grund der 1. c. erwähnten geometrischen Bedeutung des 
vektoriellen Produktes können wir sodann folgenden Satz aussprechen, 
welcher natürlich richtig bleibt, auch wenn wir die oben der Be- 
quemlichkeit halber getroffene spezielle Wahl des Koordinateusystems 
fallen lassen: 

Die resultierende ceatrifugcde. Dreidcraft wird durch ei«e» Vektor dar- 
gest^, welcher, gleichaeiHg tutf d^fm Drehuiigsvektor uml dem Impulsvektor 
senkrecht, nach derjenigen Seile hin enichki ist, von der aus der letttere 
in den ersteren durch eine positive Drehung auf kmzestem Wege über- 
geführt tcird. Der GrÖfse nach isi unsere Drefikraft bei durchgdwnder Zu- 
grundek^ng des ahsoluten Mafsst/stems gleich dem Inhalt des aus ImptUs- 
und Dretmngsvektor eu kmistruierenden ParaUelogrammes. 

An diese kinetische Auffassung des in den Eulerschen Gleichungen 
auftretenden Termes V(J, R) schliefst sich eine neue Interpretation der 
Eulersclien Gleichungen an. Wir betouen aber ausdrücklich, dafe wir 
dieser neuen Interpretation gegenüber unserer ursprünglichen, nach 
welcher die Eulerschen Gleichungen die Konstanz des Impulses im 
Räume aussagten, nur ein sekundäres Interesse beimessen. 

Bemerken wir zunächst, dafe wir die Eulerschen Gleichungen der 
kräftefreien bez. der von der ilurseron Drehkraft Ä beeinflufsten Be- 
wegung mit Rücksicht auf (4) folgendermafsen schreiben können: 



dJ „ , 
~-r~ = C bez. 



= C-|- A. 



Daraufhin können wir als Ergänzung zu den Impulssätzen la und IIa 
von pag. 112 und pag. 115 zwei neue Sätze aussprechen, welche sich 
auf die Änderung des Impulses relativ zu dem Kreisel beziehen: 
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Satz Ib. Sei der kräfüfreien Sewetfung ändert sielt der Impais 
relativ eu dem Körper in jedem Momente so, dafs er steh mit dem 
von den soebeti betrachteten CentrifugalJcräften herrührenden unendli(^ 
kleinen Drehstofs eusammensetzt. 

Satz IIb. Bei der unter dem Einflufs äufserer Kräfte stehenden 
Betvegung wird die Änderung des Impulses relativ eum Körper in jedem 
Momente gleich dem von unsert^ Centrifugalkräften herrührende» Drehstofs 
vermehrt um den den äufseren Kräften entspredienden Drehstofs. 

Diese Impulssätze zeigen, daJa man die umgekehrte Bewegung, 
welche durch den Impuls J und seine Änderung -vr- bestimmt ist, in 
derselben Weise behandeln kann wie die direkte Bewegung, falls man 
nur die bei der direkten Bewegung in Frage kommenden äufseren 
Kräfte um die Centrifugalkräfte vermehrt, welche bei konstant ge- 
dachter Drehung in den einzelnen Massenteilchen angreifen würden. 

Besonders plausibel wird der Inhalt unserer Impulssätze in dem 
speziellen Falle -rr ^ 0, wo der Impuls im Körper fest ist. Die ent- 
sprechende Bewegung besteht offenbar aus einer gleichförmigen Drehung 
um eine (im Körper und im RaumeJ feste Axe. Hier ist es ganz klar, 
dals wir — in Übereinstimmung mit dem Impulssätze IIb — von 
au&en her eine Drehkraft A ^ — C aufwenden müssen, welche der 
centrifiigalen Drehkraft entgegengesetzt gleich ist. 

Die in Aussicht gestellte neue Interpretation der Eulerschen Glei- 
chungen besteht nun einfach darin, dafs wir die Reihenfolge der letzten 
Betrachtungen umkehren und sagen; Die Kulersclten Gleidiu/ngen sind 
der direkte analytische Ausdruck unserer Iniindssätxe Ib tnid IIb. 

Bei Poinsot steht die zuletzt genannte Auffassung der Eulerschen 
Gleichungen im Vordergrunde. Seine Behandlung der kriiftefreien 
Kreiselbewegung beruht geradezu auf dem axiomatisch hingestellten 
und nicht ganz klar formulierten Impulssatze Ib. Offenbar ist aber 
dieser Impulssatz viel weniger leicht verständlich, wie unsere früheren 
Sätze, welche sich auf die Änderung des Impulses im Räume bezogen. 
Man bemerke vor allen Dingen, dafe die Centrifugalkräfte, von denen 
unsere jetzigen Impulssätze handeln, nur dann zur Wirkung kommen, 
wenn mau die Drehungsaxe im Körper festgehalten denkt, dal^ sie 
also bei der wirklichen Bewegung des Kreisels, (bei welcher die 
Drehimgsase fortwährend wechselt), überhaupt nicht auftreten. Ea 
scheint uns daher nicht richtig, mit Poinsot diese neuen Impuls- 
sätze als selbstverständliche Axiome vorauszusetzen und die Ab- 
leitung der Eulerschen Gleichungen darauf zu basieren. Dement- ' 

Klaln-SoDiiiirretd, EnlHlbavBguns. 10 
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Hprechend sehen auch die meisten Lehrbücher*) von der Poinsotscben 
Ableitung der Bulerschen Qleichiingen ab und geben eine Betrachtung, 
welche dem Sinue noch mit onserer ursprünglichen Ableitung identisch 
ist und nur deshalb weniger einfach erscheint, weil die prinzipielle 
Bedeutung des Impulsbegriffes von vornherein nicht genügend klar- 
gestellt wird. 

Zum Schlüsse mögen noch einige kleinere Bemerkungen Platz finden, 
welche mit dem B^friffe der centrifugalen Drehkrafl C in Zusammen- 



Es handle sich zunächst um die Rechtfertigung des Wortes 
„CentrifiigBlmoment", mit welchem wir pag. 98 die Integrale 

j YZdm, JzXdm, JxYdm 

belegten. Die oben gegebene Berechnung von Ü zeigt, dals diese 
Oröfeen direkt oder bis auf das Vorzeichen den Komponenten der aus 
den einzelnen Centrifugalkräften entspringenden Drehkraft gleich sind, 
falls wir den Körper mit der Winkelgeschwindigkeit 1 um eine der 
Koordinatenaxen drehen. IHe als Centrifugahnomente beeeichneten Großen 
treten also unter gewissen Verhältnissen wirhUch als Drehmomente der 
Centrifugalkräfb} auf. 

Wenn die etwa mit der X-Aze zusammenfallende Drehungsaxe 
eine Hauptaxe des Körpers ist, so werden nach Definition der Haupt- 
axen die beiden Centrifngabnomente 



ß 



ZXdm und 



/- 



Ydm 



gleich Null; infolgedessen verschwinden nach (5) alle drei Komponenten 
von C. Um die Hawptaxen herum sind also die Massen des Korpers 
so au^Hiktnciert, dafs die Centrifugalh-äfte der nneelnen Massenteilchen 
sich gegenseitig kompensieren. In diesem Falle liegt bei der kräftefreien 
Bewegung kein Grund vor, warum der Impuls seine Lage gegen den 
Körper verändern sollte. Wir kommen von hier aus zu der uns ge- 
läufigen Thatsache, dafs die Hauptaxen permanente Impuls- und also 
auch permanente Drehungsaxen sind. 

In allen anderen Fallen besitzt die resultierende centrifugale Drefa- 
kraft eine von Null verschiedene Gröfee und ist senkrecht gegen die 
Impuls- und Drehungsaxe gerichtet. Sie bewirkt alsdann nach unserem 
Impulssatze Ib während der Zeit dt im Falle der kräftefreien Bewegung 
relativ zum Kreisel eine Umlagerung des Impuls vektors, bei welcher 
der Endpunkt desselben um das Stflck Cdt verschoben wird. Der 



') Vgl. K. ß, DeBpejrona-DarbouT, Appell etc. 
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Impuls -Endpunkt schreitet also im Korper stets qUichzeitig senkrecht zvm 
imtanianefi Drehungsvektor und zur imtanianen Impiäsaxe fort mit einer 
Geschwindigkeit, die dem ParaUelogramm aus beiden Viktoren gleich ist. — 
Endlich eine letzte wichtige Bemerkung über die Eulerschen Olei- 
chungen. Die Eulerachen Gleichungen bestimmen die Lage des Impuls- 
vektora (oder die des Drehungsvektors) gegen den Kreisel, Um andrer- 
seits die Lage des Kreisels im Räume zu bestimmen, ist ein weiteres 
Gleichungssjstem erforderlich, welches rein kinematischer Natur ist 
und von der Beschaffenheit der auf den Kreisel wirkenden äufeereu 
Kräfte nicht abhängt. Je nachdem wir die Lage des Kreisels durch 
die Parameter a, ß, y, 6 oder durch die y, tf-, & beschreiben wollen, 
werden wir hiezu die Gleichungen (4) von pag. 43 oder die Gleichungen 
(9) von pag. 45 benutzen. Die vollständigen Differentialgleichungen des 
Kreiselproblems werde» daher dureh die Eulerschen Gleichungen einer- 
seits und durch eines der suletgt genannten Gleichungssysieme andrerseits 
dargestellt. 



§ 2. Analytisohe Behandlung der kififte&eien Bewegung des Ereiaels. 
Wir wollen jetzt die bereits im vorigen Kapitel besprochene 
Theorie der kräftefreien Kreiselbewegung noch einmal Analytisch ab- 
leiten und vervollständigen. Dabei gehen wir von den Differential- 
gleichungen des Problems aus, d. h. von den Eulerschen Gleichungen 
einerseits und von den etwa in den ip, ^, fr geschriebenen kinema- 
tischen Gleichungen andrerseits. Wir haben also erstlich: 



I 

r 



(1) 



i2lL = Mr^ Nq, 
^^ -KT T 

-^ = Lq ~ Mp; 



- (j) sin y + g 



V), 



— {psmip-\-q 

(pcosfp~g sin ip). 



Es handelt sich darum, dieses Gleichungssystem zu 
Wir bemerken vorab, dafs sich das Integration sgeschäft in zwei Schritte 
zerlegt. Wir können nämlich die Gleichungen (1) für sieh behandeln 
und aus ihnen p, q, r als Funktionen der Zeit bestimmen. Mit den 
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ao gefundenen Ausdrücken gehen wir in die Differentialgleichungen (2) 
ein, welche die Werte von <p, <(■, fr liefern. 

Die Eulerscben Gleichungen (1) integrieren heilst: drei von ein- 
ander unabhängige Relationen finden, welche t und die p, q, r, aber 
nicht mehr ihre Differentialquotienten nach der Zeit enthalten. Zwei 
solche Delationen können sofort in algebraischer Form aufgeBtellt 
werden. 

Wenn wir die Gleichungen (1) bez. mit ;), g, r oder mit L, M, N 
multiplizieren und addieren, so entflieht rechts beidemal Xull. Wir 
haben also 

lpdL-\- qdM-\- rdN=0, 
1 LdL -j- MdM + NdN = 0. 



(3) 



Die Bedeutung dieser Gleichungen ist uns wohlbekannt. Sie ent- 
sprechen der pag. 146 hervorgehobenen Thataache, dafs die Fort- 
schrei tungarichtung des Impuls -Endpunktes im Körper dauernd gleich- 
zeitig auf dem Drebungsvektor luid dem Impulse senkrecht steht. 

Die Gleichungen (3) lassen sich nun mit Rücksicht auf die Bela- 
tiouen zwischen dem Impuls- und dem Drebungsvektor sofort integrieren; 
in den p, g, r geschrieben lautet das Resultat der Integration: 

I Ap* + Bq' + Cr' = 2h, 
^ ■' UV + S'q* + C'V = G», 

in Übereinatimmung mit pag. 124. 

Durch (4) wird die Polkodieicurve als eine Eaumkurve vierter Ord- 
nung definiert. Stellen wir aus den vorstehenden Gleichungen eine in 
den p, q, r homogene Relation her, so liefert uns diese die Gleichung 
des Polhodiekegels. Zu dem Zwecke multiplizieren wir die erste Gleichung 
mit ß*, die zweite mit 2A und erhalten durch Subtraktion 

(AG' — 2hA*)p'' + (BG' — 2ÄiP) q' + (CG' — 2AC') r* = 0. 
Der Polhodiekegel wird also in unserem Falle ein Kegel zweiten Grades. 

Zur vollständigen Integration fehlt uns noch eine dritte Gleichung 
zwischen p, q. r und f. Der Symmetrie halber wollen wir dieselbe in 
der Weise aufstellen , dafe wir die instantane Rotationsgeschwindigkeit 
Q in ihrer Abhängigkeit von ( ausdrücken. Diese Abhängigkeit ist 
aber nicht algebraischer Natur, sondern führt, wie wir sogleich sehen 
werden, auf die elliptischen Tran scen deuten. Wir werden es daraufhin 
begreiflich ünden, doTs imsere frühere elementargeometrische Behandlung 
hinsichtlich des zeitlichen Ablaufs der Po ins ot- Bewegung unvollständig 
bleiben muTste, und dals sie speziell zur Darstellung der Winkel- 
geschwindigkeit in jedem Augenblicke nicht völlig ausreichte, 
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Am einfachsten verfahren wir folgendermafseo. Wir kombinieren 
die Gleichungen (4) mit der folgenden Identität 
m O'-p' + ^' + r-,.», 

in welcher m eine Hillfsvariable bedeutet. Aus f4) und (4*) berechnen 
sich j)', 2* und r* als lineare Funktionen von m und zwar findet man 
durch eine kleine DeterminantenrecLnung 

- ih(B + + G" 



(2^ 



(5) 



B)iA~C) 
!ft(C+ A) + g' 



(B-C)(B^ 
uA B — 2k iA 4- B) + O' 
iC -A)(C-B) 



Insbesondere wird also das Produkt j>qr gleich der Quadratwurzel aus 
einem Ausdruck dritten Grades in m. 

Gehen wir nun auf die Gleichungen ( 1) zurück. Wir multiplizieren 



dieselben mit 



2p Sj 



G 






und erhalten durch Addition 



wo zur Abkttr7ung 



- + - 



gesetzt ist. Infolgedessen wird 

(6) di=--^ oder 

*■ ' c vor 






Das hier auftretende Integral haben wir nach dem, was soeben 
über die Abhängigkeit des Produktes pqr von tt gesagt wurde, als 
elliptisches Integral zu bezeichnen, insofern der Nenner die Quadrat- 
wurzel aus einem Ausdruck dritten Grades in u bedeutet. Genauer auf 
die Theorie der elliptischen Integrale wollen wir indessen erst im folgenden 
Kapitel bei dem Probleme des schweren symmetrischen Kreisels eingehen- 
Wir bemerken hier nur, dafs durch die Gleichung (6) t als Funktion 
von u und also auch umgekehrt u bez. Q' als Funktion von l bestimmt 
ist. Mittels der Gleichungen (5) können wir dann auch p, q, r ah 
Funktionen von t berechnen. 

Betrachten wir nun die Gleichungen (2), indem wir in ihnen p, q, r 
als bekannt ansehen. Die direkte Integration dieser Gleichungen können 
wir umgehen, wenn wir uns auf die Thatsache stützen, dafe der Impuls 
im Haume konstant ist. Die feste Axe des Impulses können wir zur 
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«-Äxe wählen, wobei der Endpunkt des Impulses die Koordinaten 
1 = 0, y = 0, « = G und X = Äp, Y = Bq, Z = Cr erhält. 
Die Richtungscosinus der r-Axe gegen die Axeu X, Y, Z, welche 
früher mit c, c, c" bezeichnet wurden, sind daher 



^Äp 



Bq 



andererseits haben wir nach den Gleichungen (6) von pag. % 

c^sin^sin^, c'^sinffcosy, c'^coa^. 
Mithin wird 



C) 



n& aintp 



_Äp 



sin © 008 9 — » 



Bq 



cos ft = -; 



Diese Gleichungen beHtimmen p und fr fBr jeden Wert von l, falls, 
wie wir voraussetzen, die p, g, r bekannte Funktionen der Zeit sind. 
Sie müssen natUrlicb mit den Qleichungen (2) verträglich sein niid 
stellen zwei Integrale derselben dar. 

Über die an und für sich willkürlichen Integrationskonstanten 
haben wir dadurch implicite verfügt, dals wir die Impulsase speziell 
zur Axe e nahmen. 

Der Winkel t berechnet sich alsdann durch eine blofae Quadratur, 
Die mittelste der Gleichungen (2) liefert nämlich mit Rücksicht auf (7); 
d^ _ f. Ap'+ 1 






ß« 



Cr' 



wofür wir nach Gleichung (4) auch schreiben können: 



(8) 



diu 



^ Q 



^P'+-Bg' 



= G, 



JV + £'9* 

Da wir ^, q, r als bekannte Funktionen von t ansehen, kann hiemacQ 
^ durch eine Quadratur für jeden Wert von ( gefunden werden. 

Durch die vorstehenden in den Lehrbflehem vielfach entwickelten 
Formeln wird es möglich, samtliche Elemente der kräftefreien Kreisel- 
bewegung numerisch auszurechnen. Wir könnten daher jetzt z. B. die 
früher aufgeworfene Frage nach der Gestalt der Herpolhodiekurve im 
Einzelnen beantworten, wenn wir nicht wie gesagt, das Studium der 
elliptischen Integrale einstweilen noch zurückschieben mUTsten. 

Übrigens würde man bei einer ausführlichen analytischen Be- 
handlung mit Vorteil statt der 9), ^, fr unsere Parameter u, ß, y, d 
zu Grunde legen. Es würde sich dabei zeigen, dafs, wie wir es später 
bei der Theorie des schweren symmetrischen Kreisels schildern werden, 
die Formeln in den «, ß, y, 3 nicht nur symmetrischer, sondern auch 
in funktionen theoretischer Hinsicht erheblich einfacher werden, als in 
den gewöhnlich benutzten <p, jp, fr. Man bemerke, dafs schon die in 
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den a, ß, y, d geschriebenen kinematischen Di Seren tialgleicbimgen vor 
den entsprechenden Gleichungen in den 91, ^, 9 einen Vorzug haben. 
Während diese ein nicht reduzierbares System von drei simultanen 
Differentialgleichungen erster Ordnung darstellen, zerfallen jene in zwei 
Paare von zwei simultanen linearen Differentialgleichungen, welche die 
GrÖfeen a und ß einerseits und die Gröfeen y und 6 andrerseits für 
sich zu bestimmen gestatten. 

Von hier aus würden auch die schönen Resultate von Jacobi*), 
welcher direkt die neun Richtungscosinus a, b, c, . . . in ihrer Ab- 
hängigkeit von t als d'-Quotienten darstellt, sowie die anschlielsenden 
wichtigen Untersuchungen von Herraite**) eine neue Beleuchtung 
erfahren. 

Wir wollen nun auch die, wie wir wissen, sehr einfache kräße- 
frek Bewegung des symmetrischen Kreisels von den Differentialgleichungen 
aus untersuchen. Wir legen wiederum die Gleichungen (1) und (2) 
zu Grunde, indem wir dort A=^ B setzen. Alsdann ergiebt sich aus 
den Integralen (4) durch geeignete Kombination 

It I 1 _i 3ha — O' 

r» =const.= p(;f^^. 

Diese Gleichungen zeigen, daSa die Folhodiekurve jetzt in be- 
kannter Weise aus einem um die Figurenaxe beschriebenen Kreise be- 
steht. Gleichzeitig sehen wir, dafs die Grööe 

M = ;)> + g» + r" 
jetzt ihrerseits eine Eonstante wird. Infolgedessen ist die obige Methode 
ZOT AufSnduug eines dritten Integrales, bei welcher nach der Variabein 
K integriert wurde, nicht mehr anwendbar. Wir finden aber das noch 
erforderliche dritte Integral sehr leicht aus den Gleichungen (1) direkt. 
Wir multiplizieren die beiden ersten Gleichungen (1) bez. mit 1 und 
■^ i; dann ergiebt sich durch Addition: 

(5') Ä'^ij^-±iiC-Ä)r{p + iq) 

oder 

{6') P±iq = (jpo ± *■?<,) c "* , 

wo pg, q^ und r^, die Werte von p, q und r zur Zeit t^O bedeuten. 



*) Vgl. Sar la rotation d'nii corps, Crelles Journal E 
**) Sur quelques applicationa des fonctiaiu elljptique« 
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Es bleibt noch die Integration der Gleichungen (2) übrig. Aus 
den in (7) enthaltenen Integralen dieser Gleichungen schlielisen wir jetzt: 

Cr 
(7') cos ^ = "^ = const., 

sind-ei'v = + ^"0 (i^ + *9')- 

Aus der letzten Gleichung folgt sodann durch logarithmische Differen- 
tiation mit Rücksicht auf (5') und (7'): 

B const. 









dtp 




C 


Ä 

am - 








dt 






A ^' 


oder 














(80 










9 


= lit, 


wenn 


wir 


zur 


Abkürzung 








(8") 








f* 




A C 

A 



setzen und annehmen, dafs dem Zeitpunkte / = der Winkel 9) = O 
entspricht. 

Endlich haben wir nach (8) 

d'^ G . 

dt = 'Ä= ^^^«*-^ 
also 

(90 t = vt, 

falls wieder zur Abkürzung 

(9") V == ^ 

gesetzt und angenommen wird, dals für ^ = auch ^ =« ist. Durch 
die Gleichungen (7'), (8') und (9') ist die allgemeine Bewegung des 
hräftefreien symmetrischen Kreisels als reguläre Präcession charakterisiert 
Als Konstanten der regulären Präcession werden wir, wie früher, in 
erster Linie die Gröfsen ft, v und & ansehen. Durch diese lassen sich 
die Konstanten p^^ g^, r^ nach den Gleichungen (4) von pag. 50 
folgendermalsen ausdrücken: 

(10) l>o =" Ö7 (Zo = ^ ^^^ ^9 ^0 = f* + V cos -ö". 

Andrerseits sind aber die drei Gröfsen (i, v und %" den zwei früheren 
Integrationskonstanten h und G äquivalent; es wird daher zwischen 
jenen eine Relation bestehen, welche wir aufstellen wollen. Nach 
Gleichung (8") haben wir 

also mit Rücksicht auf (10): 



oder 

(11) 



AnalytUohe Behuidliuig des ttrllÜefreieii Kreisele. 
— (iÄ=(C— A)(fi-i-v<ioa&) 
Cft-\-(C— A)vcoB» = Q. 



Bei (km mneelnm hräftefreien symmetrischen Kreisel fcann also 
immer nur eine spezielle Art von regulärer Präcession stattfinden, bei 
ueleker die Koiistanteti (t, v, & der Belation (11) genügen. 

Schlierslicli wollen wir noch die reguläre Präcession des sym- 
metrischen Kreisels nach den Werten von — im Sinne von p^. 51 
klassifizieren. Die Gleichung (11) liefert ona 

y _ C 1 

f. A — CtosO' 

Da wir den Winkel # im allgemeinen kleiner als — Torausaetzau 
darfen (vgl. pag. 51), ao wird die rechte Seite positiv, wenn A > C, 
negativ, wenn A <. C ist. Infolgedessen können wir auf Gnmd der 
Tabelle von pag. 53 sagen: 

Bei dem verlängerten Kreisel {A > C) ist die in Rede stehende 
Präcession eine progressive, bei dem abgeplatteten (A <. C) eine retrograde. 

Im letzteren Falle lä&t sich der Wert von - noch genauer 
Grenzen einschliefsen. Wir haben i^mlich, wenn C> A ist: 



i>i 



:<- 



'« 



Bei deni abgeplat/den Kreisd {A<.C) i^ also die »frei^' Präcession 
notwendiger Weise eine pericykloidiscke , bei dem verlängerten Kreisel 
(A> C) eine epieykhidisehe. 

Von den pag. 51 unterschiedenen vier Intervallen des Werte- 
gebietes — kommen also für die iräflefreie Kreiaelbewegung nur die 
beiden äufseraten in Betra,cht. Demgegenttber werden wir bei der 
Betrachhmg des schweren Kreisels (vgl. den sechsten Paragraphen dieses 
Kapitels) sehen, dafs für seine Präcessionsbewegungen auch die beiden 
mittleren Intervalle zu^nglich sind. 

In dem Grenzfalle A^ C wird 



der Kreisel rotiert dann nach pag, 51 gleichförmig um die Vertikale, 
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d, h. die Impiüsaxe hemm. Wir kommen also zu dem bekannten 
Resultate: 

Sei dem Kugdkreisel (A ^ C) geht die gleichförmige Präcession in 
eine gleichßrtn^c Sotation am die Axe des Impulses Hier. 



§ 8. Über die Bedeutung der Eulenohen Qleiohungen und ihr 
TerbtUtniH su den Gleiobungen von Lagrange. 

Die Eulerschen Gleichungen nehmen in dem System der Mechanik 
eine ganz singulare Stellung eiu und ordnen sich dem allgemeinen 
Typus der mechanischen Differentialgleichungen, wie er von Lagrange 
aufgestellt ist, nicht unter. Auch ist es nicht möglich, bei be- 
liebigen mechanischen Systemen Gleichungen aufzustellen, welche ähn- 
liche Vorteile darbieten, wie die Eulerschen Gleichungen bei dem 
starren Körper. Es wird daher interessant sein, in diesem Psn^p^phen 
den Grund für die Besonderheiten der Eulerechen Gleichungen zu be- 
sprechen und ihre VorzUge gegenüber den allgemeinen Gleichungen 
von Lagraiige klarzustellen. 

Wir setzen zunächst die allgemeinen Lagraugeschen Gleichungen 
fUr den Fall des Kreisels her. Die Lage des Kreisels denken wir una 
etwa durch die drei Lagenkoordinaten tp, lii, &, den Qeschwindigkeits- 
zuatand durch die zugehörigen Geschwindigkeitskoordinaten ip\ il-\ &' 
dargestellt. Unter T verstehen wir den Ausdruck der lebendigen Kraft 
in den genannten Lagen- und Geschwindigkeitskoordinaten geschrieben, 
unter dÄ die Arbeit, welche das am Kreisel angreifende System der 
äuTseren Kräfte bei der unendlich kleinen Verrtlckung {dip, di>, rffr) 
leistet. 

Die Ohichwigeti nehmen mm genau dieselbe Form an, welche mr 
aus dem vorigen Kapitel vom eimdncn Massenpunkte her kennen (vgl. 
pag. 79 und ff.); wir haben nämlich einerseits: 

dt ttp ^> 

(1) 

und andrerseits: 

([»l»«. m-ll, [e]_|i-, 

(2) 



In der That hat man nach Lagmnge bei jedem System von drei 
Freiheitsgradeu immer dasselbe Gleichungssystem, wie man auch die 
drei Parameter fp, i', 9 einfahren mag, und achliefslich auch bei einem 
System von n Freiheitsgraden das entsprechende GleJchungssyatem, 
wobei nur statt unserer drei Parameter dereu n zu benutzen sind. 

Unsere Schreibweise der Lagrangeschen Gleichungen weicht nur in- 
sofern von der gewöhnlichen Schreibweise ab, als wir den Begriff des 
Impulses eiplicite darin zum Ausdruck bringen. Dies empfiehlt sich 
durchaus, weil hierdurch die Bedeutung der Gleichungen viel klarer 
wird. Durch die Gleichungen (2) werden ersichtlich die Komponenten 
des Impulses bestimmt, welche zu einer gegebenen Lage des Kreisels 
und zu einem gegebenen Geschwindigkeitszustand geboren, sowie die 
Komponenten der äulseren Kraft, welche einer gegebenen Lage ent- 
sprechen. (Die Differentialzeichen -^— • ■ ■ sind dabei in demselben 
uneigentlichen Sinne zu verstehen, wie oben pag. 77 erläutert wurde.) 
Die Gleichungen (1) geben darauf an, wie sich die Komponenten des 
Impulses während des Zeitelementes dt abändern. Die Gleichungen (1) 
sind daher im Falle des Kreisels mit den Eulerschen Gleichungen 
äquivalent und müssen wie diese der Thatsache Ausdruck geben, dafs 
die Änderung des Impulses jederzeit gleich dem von den äulseren 
Kräften herrührenden Drehstofee ist. 

Wir wollen die Umrechnung der Eulerschen Gleichungen in die 
Lagrangesche Form hier wirklich durchführen and damit eine Ab- 
leitung der letzteren für den besonderen hier vorliegenden Fall aas 
dem Impulsprinzipe geben. Da aber die Rechnungen sonst etwas 
umständlich werden, wollen wir uns hierbei auf den Fall des sym- 
metrischen Kreisels beschränken. 

Wir drücken zunächst den Drehnngsvektor (p, q, r) durch die 
Geechwindigkeitäkoordinaten rp', (&', ■&' aus und in entsprechender Weise 
die in den Lagrangeschen Gleichungen vorkommenden Komponenten 
[<t>], [y], [6] und 1>, V, des Impulses und der äuiaereu Kraft durch 
die in den Eulerschen Gleichungen vorkommenden Komponenten L. M, N 
und A, M, N. Dies geschieht nach den Gleichungen (7) von pag. 45, 
sowie nach p^. 108 in folgender Weise: 

IP ^ ain (p sin ft • (&' -j- cos y ■ &', 

q ^ cos 9 sin # - it' — smip-0', 

r = 9' -f- cos*-*'; 

([*] = -V, 

(4) UVl = sin » sin 71 ■ i -f sin ■& cos 9! ■ Jf 4- cos * - Ä", 

I [0] = cos ip-L — ain ip- M; 
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(5) 



= ain ■& sin 93 ■ A + sin # eoB 9 ■ M - 
cos 9) ■ A — sin 9! ■ M. 



Wir werden femer die Äuadrücke der lebendigen Kraft und der 
Arbeit nötig baben, welche nach pag. 108 und 109 bez die folgende 
Form annehmen: 

(6') dÄ = (Aj) + Ml/ + Hr)dt = «dy + Vrftl» + Grf*. 

Aus den Gleichungen (4) \i\a (6') schlielaen wir sofort auf du 
Bestehen der Gleichungen (2); diese Gleichungen sind also eine un- 
mittelbare Folge aus der vorstehenden Definition der Impulakom- 
ponenten [*], [V], [0] und der Kraftkomponenten <t>, V, 0. 

Wir nehmen nun die Eulerechen Gleichungen etwa in der Form 
(3') von pag. 141 her, nachdem wir in ihnen B = A gesetzt haben. 
Zunächst sehen wir, dafs die dritte der Eulerschen Gleichungen 

mit der auf die q? Koordinate bezüglichen Lagrangeschen Gleichung 

direkt identisch ist, In der That haben wir nach (4), (Ö) und (6): 

iV=[(J)], N = (I), 1^—0. 

' -" ' dip 

Um die auf die ^-Koordinate bezügliche Lagrangesche Gleichung 
zu erbalten, multiplizieren wir die Eulerschen Qleicbungen der Reihe 
nach mit den Koeffizienten von L, M, N in dem Ausdrucke (4) 
für [V]. Dabei entsteht nach (4) und (5): 



f SlD(p 



dM 



a.rfJV 






d( dt 

y^ (A — C) sin #(sin tp ■ q 



d sin (t eoB ip . 



- cos qs ■ p) r -j- V. 

Nun erkennt man aber, wenn man L = Ap, M ^ Aq, N^ Cr 
setzt und die Gleichungen (3) in Anwendung bringt, dafe 
(i sin 0' ain q> . 



dt 



dt 



'-N 



= (G — A) sin & (am ipq — eosqs-p) r 
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wird. Mithin ergiebt sich aus (7) einfach 

dt ~~ ^■ 
Diese Gleichung ist aber mit der zweiten Lagrangeschen Gleichung 
des Kreiselproblems identisch, da nach (6) gilt: 

TTm endlich die auf die ^-Koordinate bezügliche Gleichung ans 

unseren Eulerschen Gleichungen abzuleiten, verfahren wir ähnlich. 

Wir multiplizieren die Eulerschen Gleichungen der Reihe nach mit 

cos tp, — sin g> und 0, d. h. mit den Koeffizienten von L, M und N 

in der dritten der Gleichungen (4). Dann bekommen wir 

f dL . dM drei dcoBg. r , äamtf „ 

cos tp '^. sin ö) -jT- = -37^ -jr^ L A — -jT-^ M. 

/g\ \ ^ dl ^ dt dt dl ' dt 

[ = (^ — C) (cos (pq -\- ain tp ■ p) r -\- &. 

Nun ist aber nach (3} 

^T^ ^ "f 17^ ^ ^ ^(sin <pp -\- coa^ 'qjip' ^ ^ sin d - 0' 

und andrerseits 

(A — C) (cos qa ■ 9 -f- sin ^ ■ p) r ^ C-^ ^ C) sin ■& ■ ^' (rp' -}- cos ■ ii'). 
Infolgedessen können wir statt (8) schreiben 

-^i|i — (Ä cos * sin d - ^'* — Csin#-^'(q5' + cosfr-V')) = 6. 

Diese Gleichung ist aber mit Rücksicht auf den Ausdruck der leben- 
digen Kraft wieder nichts anderes als die dritte der Lagrangeachen 
Gleichungen. 

Neben den schon besprochenen Li^rangeschen Gleichungen (oder 
den Gleichungen „zweiter Art") benutzt man in der analytischen 
Mechanik bekanntlich auch sog. Lagrangesche Gleichutigen erster Art. 
Bei einem System von n Punkten und k Graden der Freiheit bestehen 
diese aus 3 m Differentialgleichungen für die Koordinaten der Punkte, 
in welche noch 3w — /.' verfügbare Parameter, Lagrangescfte Multi- 
plikatoren genannt, eingehen, welche so zu bestimmen sind, dafs die 
durch die Ditferentialgleicbungen definierten Koordinatenänderungen mit 
der dem System eigentümlichen Bewegungsfreiheit verträglich sind. 

Nun können wir allerdings nicht daran denken, im Falle des 
Kreisels die Lagrangeschen Gleichungen erster Art dii-ekt benutzen zu 
woUen. Wir mülsten sonst — entsprechend den unendlich vielen 
Massenpunkten, aus denen unser Kreisel besteht, — unendlich viele 
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Gleichungen mit unendlich vielen L^ningeschon Multiplikatoren unter- 
einander achreiben. Wohl aber können wir für den Kreisel DiflFerential- 
gleichungen herstellen, welche sozusagen in der Mitte stehen zwischen 
den Lagrangeschen Gleichungen erster und zweiter Art und welche 
wir ala Lctgrangesche Gleichingai i;o» gemischtem Typus bezeichnen 



D&B Gemeinsame, welches diese gemischten Gleichungen mit den 
Gleichungen erster Art verbindet, besteht in der Einführung vber- 
eiädiger Koordmäen. Man bestimmt die Lage des Systems durch mehr 
Koordinaten als die Anzahl der Freiheitsgrade beträgt: Benutzt man 
als überzählige Koordinaten die 3n rechtwinkligen Koordinaten der 
n Punkte des Systems, so kommt man, wie wir sagten, «u den 
Lagrangescheu Gleichungen erster Art. Beniitzt man dagegen 3« — 1, 
3« — 2, . . ., A -f- l Koordinaten, so entstehen jedesmal Gleichungen 
unseres gemischten Typus. Hat man nur die Mindestsahl von k Koordi- 
naten verwandt, so ergeben sieb die Lagrangeschen Gleichungen 
zweiter Art. 

Den überzähligen Lagenkoordinaten entsprechend wird man als 
überzählige Geschwindigkeitskoordinaten die Difl'erentialquotienten der 
Lagenkoordinateu nach der Zeit einführen. Es wird femer aber auch 
nötig, den Geschwindigkeitskoordinaten entsprechende Krafi^ imd Impuls- 
koordiuaten zu definieren. Dabei wird man, wie frliher (vgl, pag. 92) 
von dem Ausdrucke für die Arbeit des Systems bez. für seine lebendige 
Kraft auszugeben haben. Diese Ausdrücke sind aber in ihrer Ab- 
hängigkeit von den Überzähligen Koordinaten nicht völlig bestimmt, 
sondern können durch Hinzufügung beliebiger Multipla der zwischen 
jenen bestehenden Kelationen formal modifiziert werden. Infolgedeasen 
bleiben die in Rede stehenden Kraft- und Impulskoordinaten in gewisser 
Weise unbestimmt; sie enthalten willkürliche Parameter, deren Auf- 
treten von unserem Standpunkte aus die Notwendigkeit der Lagrange- 
scheu Multiplikatoren erklärt. Die Gleichungen, welche die Änderungen 
dieser überzähligen Impulskoordinaten bestimmen, lassen sich im übrigen 
nach dem Schema der allgemeinen Lagrangeschen Qleichimgen hin- 
schreiben. 

Zu diesem gemischten Typus werden offenbar die in den a, ß, y, 8 
bez. in den Quatemionengr Olsen A, B, C, D geschriebenen Differential- 
gleichungen des Kreiselproblems gehören. In der That benutzen wir 
bei Zugrundelegung der genannten Parameter zur Bestimmung der 
Lage und des tieschwindigkeitazustandes ilber^hlige Koordinaten. Die 
so entstehenden Differentialgleichungen werden noch einen Logrange- 
scben Multiplikator enthalten, welcher so zu bestimmen ist, dafs die 
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aus den DifferentialgleichungeD FolgendeD Änderungen der 
bez. der A, B, C, D dauernd mit der Bedingung 



.f,r,' 



- ßy '= l bez. j4* 



ä _|. C'^ + ü* = 1 



verträglich sind. Übrigens bekommen diese Differentialgleichungen 
eine recht übersichtliche und elegante Form. Wir wollen indessen 
auf ihre Entwickelung an dieser Stelle verzichten, weil wir sonst aua- 
ftthrlicher auf die Definition der Überzähligen Impulskoordinaten ein- 
geben mü&ten. — 

Wir kommen nun auf die am Anfange dieses Paragraphen auf- 
gestellte Aufgabe zurück: die Besonderheiten der Eulerschen Glei- 
chungen gegenüber den Gleichungen von Lagrange zu studieren. 

Warum sich die Eulerschen Gleichungen formal von den Lagrange- 
schen Gleichungen unterscheiden, ist leicht zu sehen. In den Euler- 
schen Gleichungen bestimmen wir den Geschwindigkeitszuatand durch 
die Komponenten des Drehungsvektors ^, q, r nach den Axen X, Y, Z. 
Es sind dieses, wie pag. 46 hervorgehoben, „inexakte Geschwindigkeits- 
koordinatea", d. h. keine Differentialquotienten irgend welcher räum- 
licher Abmessungen nach der Zeit. Nun bleibt die Lagrangesche Form 
der mechanischen Differentialgleichungen, wie p^. 155 betont, aller- 
dings bei Einführung beliebiger Lagenkoordinaten bestehen. Als Ge- 
schwindigkeitskoordinaten sind dann aber notwendig die Ableitungen 
der gewählten Lagenkoordinaten nach der Zeit, also jedenfalls exakte 
Differentialquotienten zu benutzen. Uismach können wir sagen: Die 
EulerscSien Gleicltungen sind kein Speeialfaü der Lagrangeschen, tnsc/em 
wir bei jenen den Gesehwindigkeitssustand durch inexakte Koordimilen 6e- 
stimmen, während diese die Benuteutig exakter Geschwindigkeitätoordi- 
naten voraussetgen. 

Wir werden aber femer fragen, worin die besonderen Vorz^e 
der Eulerschen Gleichungen gegenüber den allgemeinen Differential- 
gleichungen der Mechanik bestehen. Diese treten hauptsächlich bei 
der kräftefreien Bewegung des Kreisels hervor, auf welche wir uns 
zunächst beziehen wollen. 

Aus dem vorigen Kapitel wissen wir, und es ist auch von vorne- 
herein selbstverständlich, dals die Bestimmung des Impulses relativ 
zum Kreisel in jedem Augenblicke nur von dem instantanen Ge- 
schwind! gkeitszustand des Kreisels abhängt und von der Lage de« 
Kreisels im Räume ^nzlich unabhängig ist. In der That konnten wir 
die Lage des Impulses im Körper analytisch durch die Differential- 
quotienteu des nur von den Komponenten p,g,r des Geachwindigkeits- 
zustandea abhängigen Ausdrucks der lebendigen Kraft oder auch 
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geometrisch durch eino mit dem Trügheitsellipsoid oporiereade Kon- 
struktion bestimmen, bei welcher die Stellung den TrägheitsellipsoideH 
im Räume in keiner WeiB« in Frage kam. Wir bekommen also relativ 
zum Kreisel (bei gleicher relutiver Lage und Gröfae des Drehungs- 
vektors) immttr denselben Impulsvektor, welche Stellung wir auch dem 
Kreisel im Räume geben mögen. 

Femer ist auch die Äuderungsgesch windigkeit des Impulses relativ 
zum Kreisel bei der kräftefreiea Bewegung allein durch die Lage von 
Impuls- imd Drehungsvektor gegen den Kreisel, sowie durch die Gröfee 
dieser Vektoren bestimmt und hängt von der absoluten Stellung den 
Kreisels im Kaume in keiner Weise ab, wie unmittelbar aus dem Satu 
von der Konstanz des Impulses hervorgeht. 

Die Bestimmung des Impulses und der Impulsänderung oder, was 
dasselbe bedeutet, des Drehungsvektora luid der Änderung des Drehunga- 
vektors gegen den Kreisel bildet also bei der kräftefreien Bewegung 
ein Problem, fUr welches die Lage des Kreisels im Räume nicht in 
Frage kommt. Das Problem bleibt dasselbe, wie wir such die An- 
fangslage des Kreisels im Itaume wählen mögen. 

Man wird von vornherein vermuten dürfen, daTs eine analytische 
Formulierung unseres Problems möglich ist, welche seine Unabhängigkeit 
von der absoluten Lage des Kreisels im Räume in Evidenz setzt, in 
welcher also die Lagenkoordinaten des Kreisels überhaupt nicht vor- 
kommen. Diese Fortnulierung wiird nim gerade durch die Euler'schen 
Qleuhungen der hräftefreien Bewegung geleistet. In der That kommen 
in diesen Gleichungen nur die Oröfsen p, q, r (oder L, M, N) und 
ihre Differentialquotieuten nach der Zeit vor, welche eine von der 
Lage des Kreisels unabhängige Bedeutung haben. 

In den Lagrangeachen Gleichungen dagegen zerlegen wir den 
Drehungsvektor bei Benutzung der Lagenkoordinaten tp, V, & in die 
Komponenten tp, Jit', &', welche sich zum Teil auf Äxen beziehen, die 
nicht im Kreisel fest sind, so dals die zugehörigen Werte der tp', ifr', 9-' 
bei einer Änderung der absoluten Lage des Kreisels geändert werden. 
Infolgedessen lassen die Lagrangeschen Gleichungen nicht ohne weiteres 
die Thatsache hervortreten, dals die Bestimmung des Drehungsvektors 
und seiner Lage gegen den Kreisel von der Lage des Kreisels im 
Räume unabhängig ist. 

Die Unabhängigkeit der Eulerachen Gleichungen von den Lagen- 
koordinaten bringt aber (bei der kräftefreien Bewegung) eine erheb- 
liche Vereinfachung des Int'yraiionsgescliäftes mit sich. Wir können 
nämlich zunächst, wie im vorigen Paragraphen geschehen, die Differential- 
gleichungen in den p, q, r fOr sich integrieren und damit alle Fragen 
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erledigen, welche sich auf die Lage Ton Impuls- und Drehuagsvektor 
relativ gegen den Körper beziehen. Die Bestimmung der absoluten 
L^e im Raum erfordert dann als zweiten Schritt die Integration der 
„kinematischen" Gleichungen, wobei wir noch in der Wahl der Lagen- 
koordinat«n volle Freiheit haben. 

Eine entsprechende Zerlegung d«r Integrationsschvcierigkeiteu ist 
bei den Lagrangeachen Gleichungen nicht möglich, ea sei denn, dafa 
man gerade diejenigen linearen Funktionen der <p', p', &' bei der Inte- 
gratdon zu Grunde legt, welche bez. den p, q, r gleich sind. Dies 
wttrde aber nichts anderes bedeuten, als den nachträglichen Übergang 
zu den Eulerschen Gleichungen. 

Wenn äufsere Kräfte die Kreisel bewegung beeinflussen, wird der 
Vorteil, den die Eulerschen Gleichungen vor den Lagrangeschen bieten, 
allerdings allgemein zu reden illnaoriach. Da nämlich die äiiläereii 
Kräfte von der Lage des Kreisels im Kaume abhängen werden, fällt 
auch die Änderung des Impulsvektors nicht mehr unabhängig von diesem 
aas. Infolgedessen bilden jetzt {aofem nicht besondere Symmetriever- 
hältnisae betreffs der änlaeren «Kräft« vorliegen, worauf wir an dieser 
Stelle nicht eingehen können) die Eulerschen Gleichiintjen mit den kitte- 
matischen ein nidit redvjsierhare^ simtiltanes System von IHffereniialglei- 
chwngen. Wir werden also, wie ea im folgenden Kapitel thatsächlich 
geschehen wird, bei der Integration ebenso gut von den Lagrangeachen 
wie von den Eulerschen Gleichungen ausgehen können. 

Die vorbeigehenden Betrachtungen lassen aich kurzer und präciser 
fassen, wenn wir uns gestatten, einige Begriffe aus Lies Theorie der 
Transformatiotisfimppen vorauszusetzen. Wir können dann nämhch 
sagen: Das Problem, GrÖfae und Lage des Drehungsvektora bei der 
kräftefreien Kreiselbewegnng zu bestimmen, gestattet eine dreifach 
unendliche Gruppe von Transfonnationen , nämlich die sämtlichen 
Drehungen des Koordinatenayatems x, y, z am den Punkt 0*). Dabei 
spielen die Komponenten p. q, r die Rolle von Invarianten der Gruppe. 
Die Zerlegung der mechanischen Differentialgleichungen in ein Glei- 
chungsayatem (die Eulerachen Gleichungen), welches sich gegenüber 
den Transformationen der Gruppe invariant verhält, und ein zweites 
Gleichungssystem (unsere kinematischen Gleichungen), welches durch 
diese Transformationen geändert wird und gerade die Abhängigkeit 
des Kreisels vom System x, y, e vorstellt, läfst aich aus der Lieschen 
Theorie vorhersehen. 



*) AiufShrlicheraa hierQber findet man bei Hrn H. Liebn 
Aber integrable Fille der Kreiselbewegung, Math Ann. BJ ( 

Kliin-BooiD>rf*ld, KnlielbswiguiiH. 
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Mit Hülfe dieser Theorie läfat sich auch die allgemeine Frage 
beantworten, wann bei anderen mechanischen Systemen, wie dem 
starren Körper, Gleichungen möglich sind, welche den Eulerschen 
Qleichungen nnalog sind und denselben Vorteil der Zerlegung des 
Integrationageschäftes in zwei einfachere Schritt* mit sich bringen, 
wie jene. Solche Gleichungen wird es nur in dem besonderen Falle 
geben, wo das mecbauiache System und die dasselbe angreifenden 
äuTseren Kräfte eine geeignete Gruppe Ton kontinuierlichen Transfor- 
mationen gestatten. Im aÜgetneiTieti wird daher von eitteni Anahgon 
der Eulersciien Gleichutigen nickt die Rede sein können. 

Kehren wir unsere Betrachtungsweise gewissermai'sen um und sehen 
wir das Bestehen oder Nicbtbeateheu der Eulerschen Gleichungen ak 
gleichbedeutend mit dem Bestehen oder Nichtbestehen eines Satzes 
ober den Impuls an, so werden wir unsere letzte Behauptung durch 
die folgende Aussage ergänzen können, auf deren Begründung wir im 
letzten Kapitel näher eingehen werden: Bei tälgetneinen meclianischen 
Sffstemen wird von einem direkten Analagon zu iUm Impulssätzen des starren 
Körfers nicht die Rede sein können. 



§ 4. Führung des Kreisela auf vorgeschriebener Babn. Das 
D'AlembertfioIie Frinsip. 

Nachdem wir im zweiten Paragraphen dieses Kapitels die „natürliche" 
Bewegung des krättefreien Kreisels erledigt haben, würden wir nun nach 
der Bewegung zu fragen haben, die der Kreisel auf Grund gegebener 
Kräfte, insbesondere auf Grund der Schwerkraft ansföhrt. Statt dessen 
werden wir uns zunächst eine einfachere Aufgabe stellen und die Ver- 
hältnisse bei einer beliebigen „erzwungenen" Bewegung ins Auge fassen. 

Wir wollen uns vorstellen, dafs wir den Kreisel etwa mit unserer 
Hand in vorgeschriebener Weise bewegen, indem wir eine Gerade des 
Kreisels einen Kegel mit der Spitze in beschreiben und im übrigen 
den Kreisel \ua diese Gerade in beliebig vorgegebener Weise rotieren 
lassen. Dabei werden wir zunächst annehmen, dafs äufsere Kräfte, 
aufeer den von unserer Hand ausgeübten, nicht vorhanden sind. Wir 
werden also insbesondere wieder den Schwerpunkt mit dem ÜDter- 
stützungsp unkte zusammenfallen lassen. 

Zur Erzeugung unserer erzwungenen Bewegung wird in jedem 
Momente eine gewisse Kraft erforderlich sein. Wir haben die Em- 
pfindung, als ob der Kreisel gegen die Führung einen Widerstand leistet 
und spüren dementsprechend einen Druck auf unsere Hand. Wir 
können diesen Widerstand allgemein den l'räfflieHsiciderstamt i 
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Es fioH sich im folgenden darum handeln, den Trtigheitswiderstand nach 
Richtung und GrÖfse amugäyen. 

Um aD Bekanntes anzuknüpfen, wollen wir von der entsprechenden 
Frage beim einzelnen Maasenpunkte ausgehen. Wir denken uns also 
einen aonat keinen aufseren Kräften nnterworfenen Punkt von der Masse 
M auf einer beliebigen Kurve mit beliebiger Geschwindigkeit entlang 
geführt und fragen nach dem Widerstände, den der Punkt dieser Be- 
wegung entgegensetzt. 

Vor allem konstruieren wir uns für jede Stelle der Bahn den 
Impuls des Punktes, den wir mit i bezeichnen. Wenn die Bewegung 
nicbt gerade die „natürliche Bewegung" ist, d.h. aas einer gleichmäfsigen 
geradlinigen Fortschreitung besteht, ao wird sich der Impuls von Ort 
zu Ort ändern. Nun setzt aber, nach Newtons lex secunda, jede 
Änderung di des Impulses eine Kraft P voraus, von solcher Be- 
schaffenheit, dafs Pdt = di ist. Diese Kraft P haben wir mit der 
Hand auszuüben; die entgegengesetzt gleiche Kraft bedeutet den Wider- 
stand W, den wir zu überwinden haben und welchen wir den Trägheils- 
widerstand nennen. Mithin wird 



(1) ^--i^ 

Geometrisch können wir hiemach den fraglichen Widerstand 
folgendermafsen bestimmen. Wir konstruieren für zwei benachbarte 
Zeitpunkte tg und l^ den Impuls der erzwungenen Bewegung, bringen 
durch Parallelverschiebung die Anfangspunkte der beiden Vektoren 
zum Zusammenfallen und vervollständigen aie zu einem Dreieck. Dann 
liefert uns die dritte Seite des Dreiecks, durch lg — i, dividiert, den 
gesuchten Wideratand, 

Wollen wir die Komponenten Wx, W^, W, unseres Widerstandes 
nach drei rechtwinkligen Koordinatenasen berechnen, so ergeben sich 
dieselben natürlich sofort, indem wir die Gleichung (1) in Komponenten 
zerlegen. Wir können diese Komponenten von W aber auch direkt 
aus unseren früheren Bewegungsgleichungeh des einzelnen Massen- 
punktes ablesen. Bei der Aufstellung dieser Gleichungen (s. pag. 77) 
dachten wir uns die äul'sere Kraft (X. Y, Z) gegeben und fragten 
nach der „natürlichen" Bewegung, welche sieh unter ihrem Einfiuaae 
einstellt. Wir können uns aber auch die Bewegung, d. h. die successiven 
Änderungen des Impulses irgendwie gegeben denken und nach der 
zugehörigen Kraft fragen, welche wir ausüben müssen, um die betr. 
Bewegung zu erzwingen. Der Wideratand, um welchen es sich handelt, 
ist dieser Kraft entgegengesetzt gleich. Wir schlielsen daher aus den 
angezogenen Gleichungen (9) von pag, 77 
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w.- 



dt ' "''~ 

7 i\Z\ 

'~ dt ' 



Dies stimmt ersichtlicli mit Gleichung (1) überein. 

Wenn auf unseren Massenpimkt eine äufsere Kraft F einwirkt, 
so wird (fie zur Erzeugung der erzwungenen Bewegung erforderliche 
Kraft offenbar um deren Betrag verringert. Dementspreebend wird 
der Widerstand, welchen wir dann zu überwinden haben und den 
wir mit W bezeichnen, statt durch (1) durch die folgende Gleichung 
gegeben: 
(3) W--p^ + P. 

Seine Komponenten ergeben sich aus den Bewegungägleichungen 
des einzelnen Maasenpunktes, wenn wir die gesamte zur Erzeugung der 
Bewegung erforderliche Kraft mit (X -|- X', 1'+ T, Z -\- Z') be- 
zeichnen, wobei (X, y, Z) die von auisen wirkende Kraft P, (X', Y", Z") 
die bei der Führung des Punktes aufzuwendende Kraft bedeutet, wie 
folgt: 



W 






d_[Y\ 
dt 



Die vorstehenden, nach den Grundgesetzen der allgemeinen Mechanik 
darcbans selbstverständlichen Bemerkungen Übertragen wir nun auf den 
Fall des allgemeinai kräftefreien Kreisels. 

Wir konstruieren una vor allem för jedes Bewegungsstadium den 
Impuls und bekommen so einen von auslaufenden im allgemeinen 
variabeln Vektor i. Jede Änderung di des Impulses erfordert aber, 
wie wir aus der pag. 115 gegebenen Übertragung des zweiten Newton- 
achen Bewegungsgeaetzes wissen , eine Drehkraft D von solcher Be- 
schafFenheit, dafs Ddt ^ di ist. Die Drebkraft D haben wir mit der 
Hand bei der Führung des Kreisels auszuüben; mit der entgegengesetzt 
gleichen Kraft widerstrebt der Kreisel der Bewegung. Der gesuchte 
Wideratcmd tat also nach Sichtung, Gröfse und Sinn gegdien durch die 
Vekiorgleidiung : 

(!•) ^--¥,- 

Geometrisch finden wir den Widerstand abermals dadurch, dafs 
wir uns den Impuls im Baume für zwei benachbarte Zeitpunkte ig und (, 



5 4. Der Wideratand des allgemeinen Kreiseli hei enwungener Bewegung. 165 

kottstruieren und die Endpunkte der beiden Vektoren verbinden. Dann 
liefert uns das Verhältnis der Verbindungslinie zu dem Zei tinter valle 
'o — 'i Gröfse, Richtung iind Sinn you W in dem Zeitpunkte t^-^t^. 

Um die Komponenten Wx, Wy, Wz unseres Widerstandes nach 
den im Kreisel festen Koordinatenaxen X YZ zu berechnen, ziehen wir 
die Eulerschen Gleichungen heran. 

In der That können wir diese Gleichungen, wie oben die Bewegunge- 
gleichungeo des einzelnen Maseenpunktes und ebenso wie die mecha- 
nischen Differentialgleichungen Oberhaupt, in doppelter Weise auffassen. 
Wir können uns entweder die aulseren Kräfte gegeben denken und nach 
derjenigen Bewegung fragen, welche das System von einem gegebenen 
Anfangs zu stände aus auf Grund dieser Kräfte ausführt. Wir können 
uns aber auch andrerseits die Bewegung des Systems willkürlich gegeben 
denken und nach denjenigen Kräften fragen, welche zur Erzeugung dieser 
Bewegung erforderlich sind, Während die erstere Aufgabe die Inte- 
gration der mechanischen Differentialgleichungen notig macht, ist die 
letztere durch die in den Gleichungen angedeuteten Differentiationen 
zu erledigen. In diesem Paragraphen betrachten wir die Eulerschen 
Gleichungen von dem zuletzt charakterisierten Standpunkte. 

Der gesuchte Trägheitswiderstand ist offenbar nach dem Gesetz 
der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung der zur Erzeugung 
der Bewegung erforderlichen Kraft entgegengesetzt gleich. Entnehmen 
wir also die Komponenten A, M, N dieser Kraft aus den Eulerschen 
Gleichungen von pag. 140, so erhalten wir für die Komponenten des 
Widerstandes, bezogen auf das im Körper feste Koordinatensystem, die 
folgenden Werte: 



(2'} 



-■\- Mr- Nq, 



Wi= - 



N = 



dt 



+ l.q - Mp. 



Dafs diese Bestimmung von W mit dem in (!') enthaltenen Wei-te 
zusanunenfällt, ist nach unserer Ableitung der Eulerschen Gleichungen 
evident. 

Wir wollen nun femer annehmen, dafs auf unseren Kreisel von 
auTsen her ein irgendwie gegebenes Kraftsystem wirkt, welches, in 
gewohnter Weise zusammengesetzt, eine Drehkraft D ergiebt. Ihre 
Komponenten nach den Koordinatenaxen seien A, M, N. 

Alsdann wird ein Teil der Impulsänderung durch diese Drehkraft 
D kompensiert. Der übrig bleibende, nicht kompensierte Teil ergiebt 
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negativ genommen imch Richtung, Gröfee und Siun den Widerstand, 
den wir bei der erzwungenen Bewegung des KreiBels zu überwinden 
haben. Dieser Widerstand W unterscheidet sich also Jetzt von dem 
Trägheitswideretande W des Kroisela um den Betrag der Drehkraft D 
und ist dementaprechend durch die folgende Vektorgleichung zu be- 
rechnen: 



(3') 



W-W—D oder W" - 



■% + '>■ 



Seine Komponenten nach den Koordinaten&zen folgen abermals 
aus den Eulerschen Gleichungen. Bezeichnen wir die Komponenten 
der gesamten Kraft, welche zur Erzeugung der fraglichen Bewegung 
erforderlich ist, bez. mit A + A', M -|- M', N + N', so erhalten wir: 



(4') 



N' - 






Von hier aus gelangen wir zu einem sehr einfachen und sehr be- 
kannten Kriterium, ilurdi welciies wir die wnfci- dem Emfiufs gegebenen 
Kräfte stattfindende natürliche Bewegung des Kreisels gegenüber beliebiger 
erewungenen Bewegu/ngen charakterisieren können. Wir wollen auch 
hierbei zuerst vom einzelnen Massenpunkte sprechen. Die natQrliche 
Bewegung, welche der Punkt unter dem Einflufa der Kraft P ohne 
äuberen Zwang ausfuhrt, ist offenbar diejeuige Bewegung, bei welcher 
der oben eingeführte Widerstand W verschwindet. Die Bedingung 
fUr die natürliche Bnccgung lautet also nach (3) 



(6) 



'% + '--0- 



Diese Gleichung ist im Grunde vollständig trivial; sie ist nichts anderes 
als der fundamentale Impulssatz, welcher der Mechanik von Newton 
als zweites Axiom zu Grunde gelegt ist. 

Wir können nun aber diesem Satze eine neue Formulierung geben, 
indem wir die Frage nach der natürlichen Bewegung des l'unktes auf 
eine Gleichgewichtsfrage zurückführen. Diese Formulierung liegt nahe, 
sobald man, wie oben geschehen, die negativ genommene Änderungs« 
geschwimhgkeit des Impulses al^ eine besondere Kraft eingeführt and 
mit einem besonderen Namen („Trägheits widerstand") belegt hat. Wir 
können nämlich die Gleichung f5) folgende rmafsen in Worte fassen: 
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Bei der natürlichen Bewegung eines Pttnklrs hält sich der Trägheits- 
widerstand, des PankUis mit der äufseren Kraft dauernd das GleichgetvicM. 

In dem vorliegentten einfachsten Falle ist natürlich mit dieser 
Formulierung nichts gewonnen. Wir erwähnen dieselbe nur deshalb, 
weil die entsprechende Aussage ala sog, D'Alembertsches Frimip die 
natürliche Bewegung beliebiger mechanischer Systeme regelt, worauf 
wir sofort zurückkommen. 

Charakterisieren wir vorab die natürliche Bewegung des allgemeinen 
Kreisels in entsprechender Weise. Es ist dieses offenbar wieder die- 
jenige Bewegung, gegen welche der Kreisel keinen Widerstand leistet, 
bei welcher also W in Gleichung (3') verschwindet. Utiser Kriterium 
für die- unter dem Einfluß der äußeren DrehJcraß D stattfindende natür- 
liche Beicegung des Kreisels lautet also, ganz ähnlich wir heim Funkte: 

(=■) -S + '»-»' 

Im Grunde fallen wir damit wieder auf unsem fundamentalen Impuls- 
satz von pag. 115 zurück bez. anf die mit jenem äquivalenten Enler- 
Bchen Gleichungen. 

Um nun die hier in Betracht kommende Formulierung dieser Glei 
chung zu finden, gehen wir auf die einzelnen Massenpunkte zurück, welche 
den Kreisel konstituieren und denken iina dementsprechend den Ge- 
samtimpiila i .'iowie die resultierende Drehkraft D in die zu den 
Massen punkten gehörigen Einzelimpulse und Einzelkräfte aufgelöst. 
ÄJsdann können wir die Gleichung (5') als eine Gleichgewichtsbedingung 
im Sinne der elementaren Statik aussprechen und können folgenden 
Satz formulieren, welcher sich mit dem D'Älombertschen Prinzipe im 
Falle des Kreisels deckt: 

Bei der natürlidien Bewegung st^t das System der Träghdtswider- 
stände aller einzelnen Massenteildten mit dem System der in de» Punkten 
angreifenden äufseren Kräfte vermöge der starren Verbindung der Massen- 
punkte beständig im Gläckgewicttte. 

Diese Aussage überträgt sich nun, wie gesagt, auf beliebige 
mechanische Systeme mit beliebigen, nicht notwendig starren Ver- 
bindungen. Die sämtlichen Fragen der Bewegung erscheinen somit 
auf reine Gleichgewichtsfragen zurückgeführt. In dieser statischen 
Auffassung der dynamischen Qesetze liegt die eigentliche 
Leistung D'AIemberts und das Charakteristicum seines 
Prinzipes. 

Wir können schliefslich sozusagen ein Mittdding zwischen der 
natürlichen und der erzwungenen Bewegung des Kreisels betrachten. Wir 
wollen etwa, um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, eine 



Hauptaxe H des Ereiaela in bestimmter Weise eineu Kegel mit der 
Spitze in beschreiben lassen bez. im besonderen festgehalten denken, 
während wir die Drehung um diese Axe durch äuTseren Zwang nicht 
beeinflussen. Der letztere Teil der Bewegung ist dann als natürliche, 
der erstere als erzwungene Bewe^ng zu bezeichnen. Alsdann wird 
die Komponente des Widerstandes W in Richtung von H verschwinden 
müssen, weil diese durch die Fübning von if nicht kompensiert werden 
kann. Dagegen wird die zu ff senkrechte Komponente von W einen 
von Null verschiedenen Wert haben, welcher uns eben den bei der 
Führung aufzuwendenden Druck anzeigt. Dementsprechend ist nur die 
zu H senkrechte Komponente von W nach Gleichung (3') zu berechnen. 

Die Ausdrucks weise des D'Alembertschen Prinzipes l£lst sich auch 
für diesen Typus von Bewegungen vollkommen aufrecht halten. Gerade 
in dieser Vielseitigkeit, kann man aagen, beruht der wesentliche Nutzen 
des Prinzipes. 

Achten wir nur auf denjenigen Teil der Bewegung, welchen wir so- 
eben als natürliche Bewegung bezeichneten, so haben wir sozusagen einen 
Kreisel von mir einem Grade tiatiirlicher Sewegungsfreiheit. An diesem 
halten sich dann die Trägheitswiderstände der einzelnen Massenpunkte 
mit den äuüseren Kräften nach der für uns in Betracht kommenden 
Komponente von Gleichung (5') eraichtlicii das Gleichgewicht, d. h. 
jene Widerstände und Kräfte zusammengenommen bringen keine Rotation 
um die Axe ff hervor. Ziehen wir aber auch die erzwungene Bewegung 
von 3 in Betracht, so haben wir einen Kreisel von einem Grade 
ntüürlicher uml eu>ei Graden emwungener BetcegtitUfsf'reikeit. Das Gleich- 
gewicht zwischen den Trägheitawiderständen und den äulseren Kräften 
wird bei diesem hergestellt, wenn wir zu den äulseren Kräften noch 
die Kraft hinzurechnen, welche wir bei der Führung des Kreisels aus- 
zuüben haben. Die so entstehende Betrachtungsweise ist der vorher- 
genannten deshalb vorzuziehen, weil sie nicht nur den Ablauf der 
natürlichen Bewegung sondern auch den für die erzwungene Bewegung 
erforderlichen Druck zu bestimmen gestattet. 

In der gewöhnlichen Spruche der analytischen Mechanik würde 
man die hier vorgenommene Beschränkung der natürlichen Bewegungs- 
freiheit so formulieren, dass man den Kreisel gewissen Bedingungs- 
t/leicliungen unterwirft, welche im obigen Beispiel (bei beliebiger Fübning 
der Axe B) noch die Zeit enthalten würden. Der Nutzen des D'Alem- 
bertschen Prinzipes besteht, analytisch gesprochen, gerade darin, daTs 
man mittels dieses Prinzipes von derartigen Bedingungsgleicbungen so 
viele eliminieren kann, als man gerade will, um dann die übrigen 
durch geeignete Kräfte zu ersetzen. 
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Wir werden im letzten Par^^phen dieses Kapitels für die hier 
mir angedeuteten Anwendungen des D'Älembertsclten Prinzipes auf 
Bewegungen von teilweise erzwungenem Charakter einige Beispiele 
bringen. 

§ 5. Spezielle Ansfährungeii für den Kugelkreieel. Zerlegung dea 

Gesamtwiderstandes in einen Aocelerotions- und einen Deviatioua- 

widerstand. 

In der Punktmechanik kann man die Betrachtung des Trägheita- 
widerstandes, welche der einzelne Massenpunkt einer erzwungenen Be- 
wegung entgegensetzt, noch etwas weiter führen, als es im vorigen 
Paragraphen geschehen ist. 

Wir wollen, wie üblich, den Trägheitswiderstand, indem wir ihn 
auf die Tangente an die Bahnkurve projizieren, in zwei Komponenten 
zerlegen, eine in Richtung der Tangeute fallende Komponente, welche 
Tangentialkraft genannt werden soll, und eine dazu senkrechte Kompo- 
nente, welche Cenfrifitgalkraft heifat und welche bereits im ersten 
Paragi'aphen dieses Kapitels vorkam. Die GröJse der Tangentialkraft 
wollen wir mit U, die der Centrifugalkraft mit K bezeichnen. 

Die Centrifugalkraft können wir auch als (lettjenigm Bestandteil 
des Widerstandes definieren, zu dessen Überwindung hnne Arbeitsleistung 
erfordernd' ist. Da nämlich nach Definition die Centrifugalkraft auf 
der augenblicklichen Bewegungarichtung senkrecht steht, so wird, wenn 
wir mit Kx, Ky, K, ihre Komponenten nach irgend welchen Koordinaten- 
axen bezeichnen 

andrerseits erfordert die Oberwindung der Centrifugalkraft in der Zeit 
dt die Arbeit 

dA = {x'K, + y'Ky + ^K^ dt. 

Diese Arbeit verschwindet also, wie behauptet wurde. 

Um die Berechnung von H und K möglicbst einfach zu gestalten, 
verfahrt man bekanntlieh so, dafa man die vorgegebene Bewegung 
durch eine andere ersetzt, welche jene in dem betrachteten Zeitpunkte 
von der zweiten Ordnung approximiert, d. h- welche für diesen Zeit^ 
punkt und einen unmittelbar folgenden dieselbe Gröfse und Richtung 
des Impulses und daher auch dieselbe Tangential- und Centrifugalkraft 
aufweist, wie die ursprüngliche Bewegung. Man konstruiert nämlich 
zu der vorgegebenen Babn kurve den Krümmungskreis an der be- 
trachteten Stelle und Mst den Massenpunkt m auf diesem mit gleich- 
förmiger Beschleunigung entlang laafen, wobei seine Geschwindigkeit 
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und Bescbleunigunf^ ho zu bemesBen sind, dals sie an der in Rede 
stehenden Stelle mit der Gescbwindiglieit und der Beschleunigung der 
ursprünglichen Bewegung Übereinstimmen. 

Alsdann findet man leicht aus der Gleichung (1) des vorigen 
Paragraphen für die Gröfse der Taw/entiaHeraft: 

(1) • H- 

Die Richtung der Kraft ist nach der ursprünglichen Definition der- 
selben mit der Richtung der inetantauen Geschwindigkeit identisch. 
Der Sinn ist dem Sinne der instantanen Beschleunigung entgegen- 
gesetzt. 

Desgleichen ergiebt sich für die Oröfse der CentrifugaUcraß die 
schon früher benutzte Formel 

(2) JT-ii-, 

in welcher R den Radius des Kriimmungskreises bedeutet. Die Richtung 
der Centrifujialkraß ist dadurch liestimmt, dafs sie 1) auf der instan- 
tanen Bewegungsrichtung senkrecht steht und 2) in der Schmiegungs- 
ebene der Bahnkurve und also der Ebene des Krümm ungakreiaos liegt. 
Den Sinn der Centrifugalkraß können wir etwa durch folgende R«gel 
festlegen: sie sucht den Massenpunkt von dem Centnim des Krümmungs- 
kreises zu entfernen. 

Nach (\) verschwindet die Tangentialkraft nur dann, wenn die 
Beschleunigung verschwindet. Andrerseits verschwindet nach (2) die 
Centrifugalkraft dann, wenn die Krümmung der Bahn gleich Null 
wird, wenn also die Geschwindigkeit eine unveränderliche Richtung 
besitzt. Infolgedessen werden wir behaupten können: Das Außrelen 
der Tangmtialkraß hat seinen Grund in einer Längenänderunt/, das der 
Centrifiujidkraß in einer Richttingmndeninff des (xeschmndigkeitsvektors. 

Wollten wir nun im Falle des allgemeinen Kreisels eine ähnliche 
Zerlegung des Trägbeitswiderstandes in zwei zu einander senkrechte 
Komponenten vornehmen, so würde sich alsbald zeigen, dafs diese 
Zerlegung ihr Mifsliches hat. Wir müssen vielmehr bis zu dem Spezial- 
fälle des Kugelkreisels hinabsteigen, um die Begriffe der Tangential- 
und Centrifugalkraft glatt übertragen zu können. Es bestätigt sich 
dabei, van schon pag. 134 bemerkt wurde, dals der Kugelkreiael 
(vermöge der Koincidenz von Impuls- und Geschwindigkeitsaxe) in 
kinetischer üinsicht eine volle Analogie mit dem einzelnen Massen- 

•) über die Bedeutung de» Zeiehena |t{ alt ÄUBdrock für die Länge dei 
Vektors i vgl. eine Bemerkang auf pag. 14S. 
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punkte darbietet. TJtrigens hat diese Beschränkung der Allgemeinheit 
{Ür die weiterhin in Aussiebt genommenen Entwickelungen nicht viel 
zu sagen, da wir in den nächstfolgenden Kapiteln ohnehin unser Haupt- 
interesse dem Kugelkreisel zuwenden werden. 

Der Trägheitswiderstand W des Kugelkreisels wird natürlich, 
ebenso wie der des allgemeinen Kreisels, durch die Gleichung (1') des 
vorigen Paragraphen gegeben. Wir projizieren nun W senkrecht auf 
die Axe der instantanen ßotation und erhalten dadurch eine Drehkraft, 
welche den instantaneu Drehungsvektor zur Ase hat und welche wir 
den Acceleratwnswiderstand nennen wollen, und eine zweite, deren Axe 
zum Drehunga Vektor senkrecht steht und welche der DeviaHonswider- 
stawl heifsen soll. Der Grund für diese Benennungen wird sofort klar 
werden. Die Gröfae des Accelcrationswiderstandes bezeichnen wir mit 
H, die des Deviation a Widerstandes mit K. 

Wir erwähnen zunächst eine wichtige Eigenschaft des Deviations- 
widerstandee, welche dieser mit der Centrifngalkraft gemein hat: Zur 
Überwindung des Deviationswiderstandes ist keine Arbeitsleistung er- 
forderlich. In der That besagt die Definition des Deviationswider- 
standea, data die Axe desselben fortgesetzt auf der instantanen Rotationa- 
axe f, q, r senkrecht steht. Bezeichnen wir also mit K^, Ky, Kz die 
Komponenten unseres Widerstandes nach denselben Koordinatenaxen, 
auf welche sich die p, q, r beziehen, so haben wir 

pKs + qKv -f rKz = 0. 
Infolgedessen wird die zur Überwindung des Deviationswiderstandes 
erforderliche Arbeit während der Zeit dt: 

dA = {pK:i + qKv + rK^) dt = 0. 

Bei der Berechnung von Accelerations- und Deviationswiderstand 
werden wir nun ähnlich verfahren, wie oben beim einzelnen Massen- 
punkte. Wir konstruieren uns nämlich zu der vorgegebenen eine ein- 
fachere Bewegung hinzu, welche jene an der in Rede stehenden Stelle 
von der zweiten Ordnung approximiert. Nach pag. 54 leistet dieses 
bereit« eine richtig gewählte „gleicbfi'mnig besddeunigte Frncession". 
Wir wurden auf diese Bewegung geführt, indem wir an die vor- 
gegebenen Polhodie- und Herpol hodiekegel die Krtlmmungskegel legten, 
welche jene in der instantanen Rotntionsaxe oskulieren, sowie die auf 
den Krümmungskegeln spiralig verlaufenden Kurven der Polhodie und 
Herpolhodie unserer Präcessionabewegung markierten, welche bez. die 
Polhodie- und Horpolhodiekurve der ursprünglichen Bewegung im End- 
punkte des instantanen Drehungsvektors berühren. Diese neue Be- 
wegung besitzt in zwei benachbarten Zeitmomenten nach Richtung 
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and Gröfse denselben Rotations- und also auch denselben ImpulsTcktor, 
wie die vorgegebene Bewegung. Infolgedessen werden «nch die Acca- 
lemtionS' und Deviationswiderstiinde bei beiden Bewegungen bez. 
gleich sein. 

Wir haben nun zur Berechanng von H und K die Verschiebung 
di zu betrachten, welche der Endpunkt des Impulsvektors im Ilaume 
während der Zeit dt bei unserer gleichförmig beschleunigten Präcession 
erfilhrt. Bezeichnen wir mit ds die zugehörige Verschiebung des 
Drehungs Vektors im Räume, d. h. das Bogeneiement der Herpolhodie- 
kurve, und mit das fOr alle Axen gleiche Trägheitsmoment des 
Eugelkreisels, so wird offenbar 

di = Cds. 
Sodann zerlegen wir ds in zwei Komponenten parallel und senkrecht 
zur Richtung der instantanen Rotationsaxe, welche bez. ds' und de 
heifeen mSgen. Alsdann haben wir nach der Definition des Accelerations- 
und des Deviationswiderstandes; 

Nun ist ds nichts anderes, als die Änderung der Drehgeschwindig- 
keit Q während der Zeit dt. Mithin erhalten wir für die GrÖfse des 
Acceleralionstviderstandes die Formel: 

„da 



a'^ 



H\i\ 



(!■) H. 

oder auch 

(1") JT» 

Die Axe des Accelerationswideratandes fällt mit der Axe der instan- 
tanen Drehgesch windigkeit zusammen; dem Sinne nach ist er dem Sinne 
der instantanen Drehbeschleunigung entgegengesetzt. Der ÄcceleraHons- 
undersland trtft hiernach immer dann auf, wenn wir die Drehw.g des 
Kugelkreisels bescJdeanigeti. Eine Richtungsänderung des Drehvektors bei 
unveränderter Länge desselben hat auf den Accelerationswiderstand 
[ keinen EinfluTs. Diese Bemerkung dient zur Erklärung der von ans 
I gewählten Bezeichnung. 

Wichtiger ist für uns der andere Beatandtheil von W, der Deviations- 
widersiand. 

Um die Grölse K desselben zu berechnen, bemerken wir, dafs 
wir da auffassen können als ein Bogeneiement auf der Herpolhodie- 
kurve derjenigen i/leichfürmigen Präcession, welche mit unserer gleich 
förmig besehletmigten Präcession die Richtung und Grofse der Drehungs- 
axe in dem betrachteten Momente gemein hat. Bezeichnen wir die 
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§ G. Der DeviatiansiriderBtatid des Kugel kreiaels. 

Konstanten dieser Präcession mit (t, v, 9, so wird nach den GleichuDgen 
(3) und (5) von pag. 50 



de = Viday + (dxf + (((p)» = ft sin # rfif- = ftv sin # äl. 
Mithin haben wir fOr die Gr'öfse des Deviationswiäerstartdes beim Kugel 
kreisel die einfache Formel: 
(2") K=\C(i.v sin &\. 

Was sodann die Axe des DeviaHonswidfTsiaitdes betrifft, so folgt 
aus der Definition desselben zunächst, dafs diese Axe auf der iustan- 
tanen Drehungsaxe senkrecht steht; andrerseits ergiebt sich aus der 
vorhergehenden Betrachtung, dafa dieselbe in die durch den instan- 
tanen Drehungsvektor gelegte Tangentialebene an den Herpolbodie- 
kegel der gleichförmig beschleunigten Präcession oder, was dasselbe 
ist, an den Herpolhodiekegel der ursprüngliclien Bewegung fällt. Eine 
ganz analoge Eigenschaft haben wir oben bei der Centrifugalkraft 
konstatiert, deren Richtung, wie erwähnt, in der Schmiegungsebene an 
die Bahnkurve, d. h. in der durch zwei benachbarte Geschwindigkeita- 
richtungen hindurchgehenden Ebene liegt. Der Schmiegungsebene ent- 
spricht aber im vorliegenden Falle die genannte Tangentialebene, in- 
sofern sie durch zwei benachbarte Drehungsaxen hindurchgeht. 

Auf die eigentümlichen experimentellen Folgerungen, welche sich 
aus der Axenrichtung unseres Widerstandes ergeben, werden vrir im 
letzten Paragraphen dieses Kapitels noch näher eingehen. 

Wir wollen schbefelich den Sinn des Deviationstciderstanäes durch 
eine leicht zu handhabende geometrlBche Regel festlegen. Ursprünglich 
ist der Sinn natürlich der Gleichung (1') entsprechend dadurch be- 
stimmt, dals er dem Sinne der zur Drehungsaxe senkrechten Kompo- 
nente von di entgegengesetzt ist. Statt dessen können wir aber auch 
folgen der mafaen sagen: Der Deviationsw^idfirstand wirkt stets in solchem 
Sinne, dafs er den PoUwdiekegel an den Herpolhodiekegel anprefst. 

In der That: Fassen wir ein Bogenelement der Herpolhodiekurve 
bei unserer erzwungenen Bewegung ins Auge. Unsem Standpunkt im 
Räume wollen wir so wählen, dafs die Richtung, in welcher unser 
Bogenelement von dem Endpunkte des Drehungsvektors durchlaufen 
wird, auf uns hin gerichtet ist. Da der Drehungsvektor verabredeter- 
m&lÄen stets nach derjenigen Seite der Drehungsaxe abgetragen wird, 
TOQ der aus die Drehung im Sinne des Uhrzeigers stattzufinden scheint, 
so liegt der Polhodiekegel bei der Wahl unseres Standpunktes not- 
wendig rechts von dem Herpolhodiekegel. Nun ist beim Kugelkreisel 
die Änderung des Impulsvektors der Änderung des Drehungsvektors 
proportional. Unser Widerstand, welcher dem Sinne nach der Impuls- 
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äaderuDg entgegengesetzt ist, wirkt daher von unserem Standpunkte 
gesehen entgegen dem Sinne des Uhrzeigers. Er nueht also den 
rechterhand gelegenen Polhodiekegei nueh links überzudrehen und preist 
mithin diesen, wie behauptet wurde, an den Herpolhodiekegel an. 

Da es bei der Berechnung des Deviationswiderstandes lediglich auf die 
zur Drehungaase senkrechte Komponente der Impulsänderung ankommt, 
so hat eiue gleichzeitige Beschleunigung der Rotationsgeach windigkeit 
auf die Gröfse unseres Widerstandes überhaupt keinen Einflufs. Viel- 
mehr tritt derselbe nur bei solchen Bewegungen auf, welche mit einer 
Richtungsänderung der Drehungsaxe verbunden sind. Dm ÜTsprung 
des Deviationswiderstandes Jiahen wir also, ähnlich ww^ den der Centri- 
fugaliraft, in der Umhgerung fies Geschwindigkeitsvektors zu suchen. 
Dieser Thataache wollten wir durch die Wahl der Benennung Aua- 
druck geben. 

Die Erörterungen dieses Paragraphen lassen sich auf den <ül- 
gemeinen Kreisel, wie erwähnt, nicht gut übertragen. Allerdings 
können wir selbstverständlich den Trägheits widerstand W auch bei 
diesem in einen Bestandteil zerlegen, welcher die Richtung der in- 
stantanen Drehung zur Axe hat, imd einen zweiten, welcher darauf 
senkrecht steht und welcher daher keine Arbeitsleistung absorbiert. 
Indessen würden schon die Namen Accele ratio na- und Deviations- 
widerstand für diese beiden Bestandteile nicht gerechtfertigt sein. Da 
nämlich die Richtung von Impuls- und Drehungsaxe jetzt im all- 
gemeinen auseinander fallen, so würde unser erster Bestandteil nicht 
auBscbliefslich von den L'angenänderungen, der letztere nicht aus- 
Bchli eislich von den Richtungsänderungen des Drehungsvektors her- 
rühren. Auch lüfat sich die Gröfse dieser beiden Bestandteile uicht 
durch so einfache Formeln bestimmen, wie oben beim Kugelkreisel. 
Wir ziehen es daher vor, bei dem allgemeinen Kreisel, wie im vorigen 
Paragraphen geschehen, schlechtweg von dem Widerstände zu sprechen 
und von einer weiteren Zerlegung desselben abzusehen. 



§ 6. Der Deviationawideratand bei der Tegulären FriLcoBBionsbewegung 
dea symmetrisohen EreiHels. 

Die Erörterungen des vierten Faritgraphen enthalten im be- 
sonderen Alles, was über die erzwungenen Bewegungen des sym- 
metrischen Kreisels zu sagen ist. Wenn wir auf letztere hier aus- 
führlicher eingehen, so geschieht dieses nur deshalb, weil sich speziell 
bei der regulären Pracession des symmetrischen Kreisels besonders 
einfache Resultate ergeben, welche uns eine erste Orientierung über 
die Bewegung des symmetrischen schweren Kreisels verschaffen. 
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^^1 Wir nehmen zunächst an, dais keine äuTaeren Kräfte wirksam sind, 

^^M und erteilen unserm Kreisel mit der Hand eine beliebige reguläre 

^H Piäcession lun die Vertikale. Der Impulsvektur wird dabei auf einem 

^H Kreise um die Vertikale herumgeführt; sein Endpunkt schreitet in jedem 

^H Momente senkrecht zur augenblicklichen Drehungsaxe fort; seine Länge 

^H wird nicht geändert. Der Widerstand, welcher aus dieser Lmpulsänderung 

^H resultiert, rührt also lediglich von den Umlagerungen des Impulses 

^H her und soll dementsprechend wieder speziell als Deriationswiderstand 

^H bezeichnet werden. 

^H Die Axe dieses Deviatiottsividersiandes steht nach dem, was soeben 

^H über die Richtung der Impulsändeningen bemerkt wurde, sowohl auf 

^H der Drehungaaxe wie auf der Vertikalen senkrecht; sie fällt also, wie 

^V wir kurz sagen können, in die Richtung der Knotenlinie. 

^M Gröfse und Sinn des Widerstandes, welche wir durch die Grölae 

^M und das Vorzeichen des Buchstabens f bezeichnen, ergiebt sich darauf 

^M aus den Werten von 1V"a, Wy, Wz in den Gleichungen (2') von pag. 165, 

^M Es wird nämlich, da die Knotenlinie (vgl. etwa die Figur 3 von pag. 18) 

^M mit der X-Äxe den Winkel y, mit der i'-Axe den Winkel "- + 9 

H einschlielat: 

^M K = Wx cos q) — Wr sin ip. 

^H Hier haben wir in den Ausdrücken von Wx und Wy, da es sich um 

^H eine reguläre Präcesaion handelt, für p, q, r die Werte aus den 

^H Gleichungen (4) von pag. 50 einzutragen und für L, M, N die zu- 

^H gehörigen Werte Äp. Aq, Cr. Alsdann erbalten wir nach einer 

^H kleinen Rechnung: 

B (1) £:=~C(*v8in* — (C — ^)v*sinfrcosd. 

^M Man bemerke, dafs die Bedeutung des Buchstabens K gegen den 

^B vorigen Paragraphen etwas abgeändert ist, insofern wir K jetzt ein 

^H bestimmtes Vorzeichen beilegen. Ein positiver Wert von K besagt, 

^H dals unser Deviationa widerstand von dem Halbstrahle der Knotenlinie 

^^ aus gesehen im Sinne des Uhrzeigers, ein negativer, dafs er im ent- 
gegengesetzten Sinne wirkt. Den so bestimmten Widerstand werden 
wir bei der Führung des kräftefreien Kreisels als Druck auf unsere 

^^ Hand spüren. 

^K In dem speziellen Falle C = A reduziert sich unsere Gleichung 

^1 (1) natürlich auf die pag. 173 für den Kugelkreisel abgeleitete Gleichung 

^V (2'), indem dann der zweite Term der rechten Seite in (1) verschwindet. 

^M Dieser zweite Term rührt daher von der Abweichung des Trägheits- 

H ellipsoides von der Kugelgestalt her und soll etwa als „elUpsoidischer 

^m Bestandteil des Bevtoliofmviderstandes" bezeichnet werden. Der erste 



176 



m. Din Eulertchen OleichuDgen, 



Terin, welcher deo Wert des Widerstandea beim KugeUcreisel be- 
VMtvhuei, soll demeiitsprecheDd der ,^bürische Bestandteil" heiCsen. 

Es giebt noch zwei andere Fälle, in denen sich der Demtiona- 
viderstand auf Beinen sphärischen Bestandteil reduziert. Dies iindet 
erstenti offenbar statt, wenn * = y ^^i •''*' Figurenase also auf der 
Äxe der regulären Präcession senkreclit steht. Femer aber gilt etwas 
Ähnliches, wenn die Teildrehung (i im Verhältnis zu allen sonst in 
unserer Formel vorkommenden Gröfsen aufser ordentlich überwiegt. 
Letzteres ist in den Anwendungen sogar die Regel, weil man durch 
die gewöhnlich benutzten ÄntriebsTOrrichtungen einen Impulsvektor 
von aehr grolsem Betrage erzeugt, welcher nahezu in die Richtuug der 
Figurenaxe fällt. 

Wir kommen hier noch einmal auf die natürliche Präcessii»! zurück, 
welche der kräftefreie symmetrische Kreisel ohne anfseren Zwang aus- 
filhrt. Die Bedingung für diese Bewegung lautet offenbar (man vgl. 
die Ausführungen auf pag. 167) K^O oder 

= (Cfi + (C — X)i'coa*)v8in# 
Durch die vorstäiende Gleidiung wird unter aUen möglichen Präcessions- 
bewegungen eine gerne bestimmk Klasse als natürliche liräftefreie Prä- 
eession ausgeschietien. Auf dieselbe Bedingung wurden wir schon im 
zweiten Paragraphen (s. Gl. (11) von pag. 153) geführt. 

Wir betrachten nun einen schwereti symmetriscfien Kreisel und er- 
teilen diesem eine reguläre Präcession um die Vertikale von beliebigen 
Eonstanten. Aus der Statik wissen wir (vgl. pag. H7), daXa die an 
den einzelnen Massenteilchen angreifenden Schwere Wirkungen eine resul- 
tierende Drehkraft ergeben, deren Axe bei dem symmetrischen Kreisel 
die Knotenlinie ist und deren Gröfee und Sinn durch P sin & bestimmt 
ist. Dabei bedeutet P>0, dafs der Schwerpunkt oberhalb, P < 0, 
dafs er unterhalb des UnterstUtziingapunktes liegt. 

Der Widerstand, welchen wir bei einer erzwungenen regulären Prä- 
cession unseres schweren Kruisels zu überwinden haben, — wir können 
ihn abermals speziell als Deviations widerstand bezeichnen, — fällt der 
Richtung nach wieder in die Knotenlinie, weil sowohl das Drehmoment 
der Schwere wie nach Obigem die Impulsänderung bei der regulären 
Präcession um die Vertikale die Knotenlinie zur Axe haben. Gröfee 
und Sinn unseres Widerstandes ergeben sich jetzt aus der Gleichung 
(3) des vierten Paragraphen. Tragen wir hier für D den soeben 
angegebenen Wert P ain * und für die Änderungsgeschwindigkeit des 
Impulses die oben berechnete Grölse — JT ein, so folgt: 
(2) W' = K-{'Pam9. 
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Der Widerstand, den wir bei der Pühning des schweren Kreisels 
spüren werden, ist aJso ein anderer wie der bei gleicher Führung des 
kräftefreien Kreisela. 

Wir werden auch hier den Übergang zu der natürlichen Bew^fung 
des schweren Kreisels machen, also iiac-h solchen Präcessionsbewegungen 
fragen, welche der schwere Kreisel ohne äiifsereu Zwang auszuführen 
imstande ist. Die Bedingung für diese Bewegungen lautet (in Über- 
einstimmung mit dem D'Alembertscheu Prinzipe) W =0. Mit Rück- 
sicht auf (1) und (2) können wir hierfür schreiben, wenn wir an- 
nehmen, daTs & von Null verschieden ist, dafs also die Pmceasion nicht 
speziell in eine blofse Rotation um die Vertikale ausgeartet ist: 



(3) 



= Cfiv + {C — A)v- cos fl 



Der schwere symmetrische Kreisel vermag hiemach (bei geg^ener 
Massenverteilung, rf. h. bd gegdienen Werten von A, C tmd P) ohne 
äufseren Zwang wieder nur eine bestimmte Klasse von reywlaren Prä 
cessionsbewegungen auseuführen, nämlich nur solche, deren Konstanten 
(i, V. & durch die Eelation (3) verknüpft sind. 

Im ganzen hängt diese natürliche Präcession des schweren Kreisels 
von vier willkürlichen Parametern ab. Es sind dieses etwa die Äii- 
fangswertc der Winkel <p, lii, & und die Winkelgeschwindigkeiten fi 
und », welche letzteren aber wegen (3) nur einen willkürlichen Para- 
meter repräsentieren. Wir drücken diese Thatsache so aus, dafs 
wir sagen: Es gi^t beim einselnen symmetrischen schweren Kreisel oo* 
mögliehe PrÖcesswmsbewegungen. 

Dagegen hängt die allgemeine natürliche Bewegung des schweren 
Kreisels von sechs willkürlichen Parametern ab. Da nämlich der 
Kreisel ein System von drei Graden der Freiheit ist, so können 
wir aufser den Änfangswerten der ip, i', & noch ihre Anfangs- 
geschwindigkeiten willkürlich vorschreiben, worauf der weitere Verlauf 
der Bewegung durch die mechanischen Differentialgleichungen bestimmt 
sein wird. Es giebt also oc^ mögliche natürliche Bewegungen des schweren 
Kreisels. 

Wir schlie&en hieraus, dafs die reguläre Präcession nur eine 
spezielle Bewegutigsform des schweren Kreisels, eine partikuläre Lösung 
seiner Differentialgleichungen ist. 

Machen wir dieselbe Abzahlung beim symmetrischen schwerelosen 
Kreisel, so haben wir aufser den Änfangswerten der Winkel qo, if-, ■£► und 
den durch die Relation K=0 verbundenen Winkelgeschwindigkeiten ft 
nnd V zu berücksichtigen, dafs die Äxe der Präcession jede beliebige 
Lage durch haben kann, (während dieselbe bei dem schweren Kreisel 

XI*U-BaDBtrt>ld, KnitsIbanBUiig. lg 
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wegen der Richtung der Schwerewirkung notwendig mit der Vertikalen 
eusammenf allen muTa}. Dieser Umstand erhöht die Zahl der willkür- 
lichen Konstanten bei der regulären Präcession des kräftefreien Kreisels 
auf 6. Es gi«bt also bei diesem oo" natürliche PräcessiotisheKegungen. 
Wir verstehen aus diesem Grunde ganz wohl, warum die reguläre 
PräCBBsion die aUgemeinsto Bewegungaform des schwerelosen sytnme- 
trischen Kreisels sein kann. 

Die reguläre Pracession wird als einfachste, wenngleich partikuläre 
Bewegung des schweren Kreisels für uns später wichtig werden. Wir 
wollen daher auf die möglichen Werte der Präcessionskonatanten noch 
näher eingehen, indem wir diese aus den Konstanten der PräceBsion 
beim kräftefreien Kreisel durch kontinuierlichen Übergang entstehen 
1^ lassen. 

Dabei werden wir (i and # festgehalten denken und werden 
fragen, wie der Wert von v durch Hinzutreten der Schwerewirkung 
abgeändert wird. Den Wert von y. werden wir überdies als positiv 
voraussetzen. 

Nehmen wir zunächst P ^ 0, so liefert die in v quadratische 
Gleichung (3) zwei Werte dieser Konstanten, nämlich 



a) 



= 0. 



b| f = 7 



" (^ - C) 

Der Wert aj entspricht einer einfachen Rotation des Kreisels um die 
Figurenaxe, der Wert b) gehört zu einer wirklichen Präcesaions- 
bewegung. Setzen wir darauf P von Null verschieden voraus. Dann 
6nden wir als Wurzeln von (3) die beiden folgenden Werte: 



(4) 






Es gieU also (bei gegebener Massenveri^lung und g&febencn Werten 
von n und ^) entweder gwei Fälle von regulärer Pracession oder keinen, 
je nachdem nämlich die Quadratwurzel im vorstehenden Ausdruck redl oder 
imaginär ist. Die beiden reellen Fälle wollen wir nach der Orölse von 
V als „langsame" und „sdmelle Pracession" unterscheiden. Bei genügend 
kleinen Werten von P ist die langsame Pracession diejenige, welche 
sich durch stetigen Übergang aus der einfachen Rotation des schwere- 
losen Kreisels um die Figurenaxe entwickelt, deren Präcesstonskonstante 
also der oben mit a) bezeichneten Wurzel entspricht. 

Eine besondere Betrachtung macht der Fall des Kugelkreiaels 
{A = (J) nötig. Die Gleichung (3) wird in diesem Falle in v linear 
und liefert den Wert 
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Der Vergleich mit dem abgeplatteten oder verlängerten Kreisel be- 
rechtigt uns aber auch in diesem Falle noch von einer zweiten Wurzel 
zu sprechen, welche allerdings unendlich grofe geworden ist (v = + ot>). 
Die zu der zuerst genaanten Wui'zel gehörige Präcesaionsbewegung 
werden wir als lutgsame Präcession bezeichnen können, da sie iÜT 
P = in die einfach Rotation a) übergeht; die Wurzel v =i + oo 
stellt jedenfalls eine scbn«Ue Präcession dar. 

Das Folgende Schema, dessen Bichtigkeit man leicht aus den 
Gleichungen (4) und (ö) verifisiert, veranschaulicht die Lage der 
Wurzeln a) und b) für P ^ sowia (durch den Sinn der beigefügten 
Pfeile) die Richtung, in welcher a) und b) beim Hinzutreten der Schwere- 
wirkung im Falle des abgeplatteten, des verlängerten und des Kugel- 
kreisela wandern. Dabei beziehen sich die Pfeile oberhalb bez. unter- 
halb der Geraden auf die Fälle P > bez. P < 0. 

Peri- I Anti- j Hypo- Epi-Cykloidenbewegung 



Abgeplatteter Kreisel: 



Verlängerter Kreisel: 



Kugelkreisel: 



Im Änschlulse hieran bemerken wir, dafs die Werte von — , welche 
beim kräftefreien Kreisel auf das Gebiet der Epi- und Pericykloiden- 
bewegung beschränkt waren (vgl. p^. 153) im Falle des schweren 
Kreisels auch in die Gebiete der Anti- und Hypocykloidenbewegung 
eindringen köunen, dals also durch den schweren Kreisel alle kine- 
matisch möglichen Processi onabewegungen auch kinetisch realisiert 
werden können. 

Es könnte zunächst vielleicht überraschen, dafs die in vertikaler 
Richtung wirkende Schwerkraft flherhaupt eine reguläre Präcession 
des Kreisels um die Vertikale unterhalten kann, d. h. eine Bewegung, 
bei welcher die einzelnen Massenteilchen darchsclmittlich in horizon- 
taler Richtung fortschreiten- Indessen ist dieser Sachverhalt keines- 
wegs merkwürdiger, wie die aus der Punktmechanik bekannte That- 
sache, dafs ein Massenpunkt, welcher sich unter dem Einöufs einer 
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Centralkraft bewegt, bei geeiguetem ÄufaDgsimpulHe auf einem Kreise 
um das Anziebungscentrum henTmlaufeii, also beständig genau senk- 
recht zur Kicbtimg der üulseren Ki'aft fortschreiten knan. Ebenso wie 
die Möglichkeit dieser Bewegung diircb die Bedingung gegeben iat, 
dols die Centnfugalkraft mit der Anziebungskratl dauernd im Qleich- 
gewichte stehen mufs, so lautete die Bedingimg, durch welche wir 
die reguläre Präcession als eine mögliche Bewegung deti schweren 
Kreisels erkannten, dahin, dafä der Trägbeits widerstand bei der regu- 
lären Präoession dem von der Schwerkraft herrührenden um eine hori- 
zontale Axe wirkenden Drehmomente dauernd das Gleichgewicht hatten 
sollte. Dabei ist zu bemerken, dafs weder die Kreisbewegung des 
Punktes noch die reguläre Präcession des Kreisels die allgemeinste 
Bewegung ron Punkt oder Kreisel darstellen, sondern dals beide Be- 
wegungen nur bei geeigneter Wahl des Anfangszustandes auftreten. 

Zum Schlüsse mögen wir die reguläre Präceaaion des schweren 
Kreisels unter dem Gesichtspunkte der im vorigen Kapitel besprochenen 
sog. Stabilität der Drehungsaxe betrachten. Nach obigem kann sich 
ans der einfachen Rotation {v = 0) beim Hinzutreten der Sebwere- 
wirkung eine reguläre PriiceaHion (v-^Oj entwickeln, bei welcher die 
ßotationsaxe allmählich auf einem Kreiskegel um die Vertikale herum- 
geftlhrt wird. Wir sehen also in Übereinstimmung mit einer Be- 
merkung aui' pag. 136, dafs eine kontinuierlich wirkende äulsere Kraft 
im Laufe der Zeit eine völlige Umlagening der Drehungsaxe bedingen 
kann, wie grofs auch die ursprüngliche Rotationsgeschwindigkeit fi bez. 
wie klein auch die äufeere Einwirkung P sein möge. Von einem 
Festbleiben der Drehungsaxe im Räume ivird daher heim Hinzutreten 
eüter kontinuierlichen äufseren Störung yeivifs niciit die Rede san kotirien. 



§ 7. Eine neue Ableitung des Deviationawideratandes bei der regu- 
I&ren Präcession des symmetrischen EreiBels. Die Ooriolissche Kraft. 
Da der Begriff des Deviationswiderstandes bei der regulären 
Präcession des symmetrischen Kreisels im folgenden eine nicht un- 
erhebliche Rolle spielen wird, so wollen wir uns seine Entstehung 
noch auf eine andere Weise klar machen, indem wir uns den Kreisel 
in seine einzelnen Maasenpunkte aufgelöst denken und nach den Kräften 
fragen, mit welchen diese der erzwungenen Bewegung widerstreben. 
Wir werden uns dabei der Einfachheit halber auf den speziellen Fall 
# ^ 90° der regulären Präcession beschränken , in welchem sich nach 
pog. 176 der Deviationswiderstaud auf seinen sphärischen Bestandteil 
reduziärt 
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Wir betrachten zunächat einen einzelnen Masaenpnnfet P und 
zwingen diesen, eine ans zwei kreisförmigen Bewegungen zusammen- 
gesetzte Bahn zu durchlaufen. Der Pnnkt soll in einer vertikalen 
Ebene E mit konstanter Geschwindigkeit auf einem Kreiae vom Radius 
R und Mittelpunkte fortschreiten; gleichzeitig soll die Ebene S 
mit gleichförmiger Geschwindigkeit um eine durch gehende vertikale 
Äxe A gedreht werden. 

Wir wollen den Widerstand berechnen, mit welchem der Punkt 
dieser zusammengesetzten Bewegung widerstrebt. Jedenfalls werden 
wir als Bestandteile dieses Widerstandes die beiden Centrifiigalkmfte 
vorfinden müssen, welche den Teilbewegungen von P, nämlich dem in 
der Ebene E vor sich gehenden Umlauf um und dem im Raum 
stattfindenden Umlauf um A, entsprechen. Es zeigt sich aber, dafe 
aufserdem noch eine aus dem Zusammenbeatehen beider Teilbewegungen 
hervorgehende Kraft existiert, die man nach ihrem Entdecker Coridis- 
sche Kraß oder auch susammengesefste Centrifngatkraß (force ccntrifuge 
fomposcc) nennt. 

Die Lage des Punktes P in der Ebene E bestimmen wir dnrch 
den Winkel y, welchen seine Verbindungali nie mit gegen die An- 
fangslage dieser Linie bildet. Wir wollen annehmen, dafs zu Anfang 
die Verbindungslinie OP senkrecht auf der Axe A steht. Bezeichnen 
wir noch mit /i die konstante Winkelgeschwindigkeit, mit welcher P 
in der Ebene E umläuft, so haben wir 

Andrerseits bestimmen wir die Lage der Ebene E im Baume durch 
den Winkel li-, um welchen E aus der Anfangslage E^ herausgedreht 
ist. Bedeutet femer v die konstante Winkelgeschwindigkeit, mit welcher 
sich E um A dreht, so haben wir 

>i; = vt 

Auf kürzestem Wege dürften wir zur Berechnung der Coriolisachen 
Kraft durch die nachstehende kleine Koordinatenrechnung gelangen. 
Eine direkte geometrische Ableitung werden wir am Schlüsse des 
Paragraphen geben, (vgl, pag. 186 und 187). 

Die Drehungsase A nehmen wir zur z-Axe eines räumlichen 
Koordinatensystems, dessen Mittelpunkt in liegen und dessen xz- 
Ebene mit E^ zusammenfallen mSge. In diesem System werden die 
Koordinaten von P ersichtlich: 

ix ^ Rcmtp eoBi), 
e = Rsia tp. 
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Der Impuls i des Punktes bei unserer zusammengesetzten Be- 
wegung hat alsdann^ wenn wir noch die Masse des Punktes mit m 
bezeichnen^ die folgenden Komponenten: 

[X] = mx' = — m/t22 sin (p cos ^ — mvR cos (p sin ^, 
[ F] = my = — m/t jß sin 9 sin ^ + mvB cos 9 cos ^, 
[Z] = Wj?' = m/t22cos97. 

Der Widerstand TT, welchen der Punkt der erzwungenen Bewegung 
entgegensetzt^ bestimmt sich wie früher durch die Vektorgleichung: 

^ dV 

seine Komponenten werden also die folgenden: 

Wx = lA = wfi^B cos tp cos ^ — 2mfivR sin 9 sin tf; 

+ mv^iJ cos 9) cos ^, 

TFy = J7J = m^'^R cos 9) sin + 2m(ivR sin 9 cos ^ 

+ f»i/*iJ cos 9) sin ^, 

TT, = T~ = mfi*U sin 9. 



(2) 



In diesen Ausdrücken entsprechen offenbar die Terme mit dem 
Faktor /t* der Centrifugalkraft, welche aus dem Umlauf von P in der 
Ebene E entspringen würde, sofern wir uns die letztere im Räume 
still stehend denken. In der That sind diese Terme die Komponenten 
einer Kraft, deren Gröfse 

(3) mii^R 

betiugt und deren Richtung gegen die Koordinatenaxen durch die 
Richtungscosinus 

(3') a = cos q) cos ^, 6 — cos 97 sin ^, c = sin 9) 

bestimmt wird. Es sind dieses nach den Gleichungen (1) gerade die 
Richtungscosinusse der Verbindungslinie OP. 

Andrerseits entsprechen die Terme mit dem Faktor v* der Centri- 
fugalkraft, welche sich aus xlem Umlauf von P um die Axe A er- 
geben würde, sofern wir den Punkt P in der Ebene E als ruhend 
ansehen. In der That geben diese Terme eine Kraft von der Gröfse 

(4) wi/«J?i, 

wo R^ = R cos 9) den Abstand des Punktes P von der Axe A be- 
deutet. Ihre Richtungscosinus gegen die Koordinatenaxen sind 

(4') a = cos if, V =['sin ^, c = 0, 
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d. h. die einer durch P hindurchg-ehenden, zur Axe A senkrechten 
Geraden. 

Es bleiben noch die mittleren Tenne mit dem Faktor jiv übrig, 
welche ihren Urspmng dem Umstände yerdanken, dala weder die Ebene 
E im Baume, noch der Punkt P in der Ebene E fest ist. Setzen 
wir die bez. Komponenten zusammen, so entsteht eine Krafl toq der 
Grö&e 

(5) — 2tn(ivll ainy, 

welche die Richtungscosinus 
1^5') a" == siniti, b" = — coaV, c" = 

gegen die Koordinatenaxen bildet. Sie steht sowohl auf der Richtung 
(3') wie auf der Eicbtung (4') senlcrecht und liegt in der Normalen 
von E. Diese Kraft ist es, die man als Coriolisscke Kraft bezeichnet. 

Schreiben wir der Ebene E Starrheit und eine gewisse Dicke zu 
imd denken wir uns den Kreis, welcher P beschreiben soll, als eine 
Rinne in E eingegraben, so wird die Kraft (3j durch die Starrheit 
von E, die Kraft (4) zum Teil durch diese, zum Teil durch die 
Führung aufgehoben, mittelst welcher P in der Rinne gleichförmig 
entlang geschoben wird. Die Kra-ft (5) dagegen drückt senkrecht 
gegen die Ebene E und wird fühlbar, wenn wir die Rotation dieser 
Ebene um die Axe A mit der Hand besorgen. Diese Kraft wirkt, je 
nach dem Quadranten, in welchem sich P gerade befindet, beschleunigend 
oder hemmend auf die Rotation von E. 

Bemerken wir noch, dafs vrir durch die Einführung der Coriolis- 
schen Kraft im Grunde nichts Neues lernen. Ebenso wenig, wie das 
Auftreten der Centrifugalkraft etwa.s besagt, was wir nicht aus der 
Theorie des Impulses ohnehin wissen, ebenso wenig erfahren wir aus 
der Betrachtung der Coriolisschen Kraft etwas, was nicht in der all- 
gemeinen Theorie der Centrifugalkräfte enthalten wäre. Die Notwendig- 
keit des CoriolisBchen Termes folgt einfach daraus, dafs die Centri- 
fugalkraft, welche der thataächlichen Bewegung des Punktes im Raum 
entspricht, nicht einfach gleich der Resultante aus den beiden Centri- 
fugalkräften ist, die sich ergeben, wenn wir einerseits P in der ruhenden 
Ebene E und andrerseits E bei fester Lage von P rotieren lassen. 

Die selbständige Einfährung der Coriolisschen Kraft erklärt sich 
überhaupt nur von einem besonderen Standpunkte aus, welchen man 
der oben beschriebenen zusammengesetzten Bewegung gegenüber ein- 
nehmen kann und welchen wir als den Standpatikt der Bdativbewegwtg 
bezeichnen wollen. Man möchte, um bei dem obigen Beispiel zu 
bleiben, die Bewegung des Punktes P in der Ebene E so behandeln. 
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dass man bei der Betrachtung aus der Ebene E nicht heraustritt. Wenn 
diese Ebene in Ruhe wäre, würde man die erste der obigen Centrifugal- 
kräfte zu berücksichtigen haben. Wegen der Rotation der Ebene E aber 
muTs vor allem noch ein Korrektioosglied in Gestalt des Coriolisschen 
Termes hinzugefügt werden, welches seinen Ursprung dem Zusammen- 
bestehen der beiden Bewegungen verdankt. Den dritten Term, welcher 
von der Ordnung v^ ist, wird man im Verhältnis zu den ersteren unter 
Umständen vernachlässigen können, nämlich immer dann, wenn die Be- 
wegung von E im Raimie verhältnismä&ig langsam vor sich geht, wenn 
also V im Verhältnis zu (i genügend klein ist. 

Übrigens geht der CorioUssche Ansatz*) viel weiter als unsere 
Darstellung desselben. Während wir einen einzelnen Masuenpunkt be- 
trachteten, welcher eine vorgeschriebene Kreisbewegung in einer gleich- 
förmig rotierenden Ebene ausführt, bezieht sich der Coriolissche Ansatz 
auf ein beliebiges System von Massenp unkten, welches eine beliebige 
Bewegung gegen ein seinerseits willkürlich bewegtes Axensystem be- 
schreibt. —■ 

Zur Klasse der Relativbewegungen gehört offenbar jede Beweg^mg 
auf unserer Erdoberflüche. Eine solche wird man immer so behandeln, 
als ob die Erdoberfläche in Ruhe wäre, und wird den Einflufs der 
Erddrebung nachtr^lich durch Hinztmahme der Coriolisschen Kraft 
und der Centrifugalkraft der Erdrotation in Rechnung setzen. Wenn 
insbesondere der bewegte Körper gezwungen wird, aich gleichförmig 
fortschreitend auf einem Meridiane zu bewegen, so haben wir genau 
die oben vorausgesetzten Verhältniaae. 

Wir kommen nun zu den Anwendungen der vorhergehenden Be- 
trachtung auf die Kreiseltheo riß. Dabei sei es uns gestattet, eine 
geographische Eitikleidung zu wählen und an der znletzt erwähnten 
Vorstellung einer auf der Erdoberfläche vor sich gehenden Bewegung 
festzuhalten. 

Wir wollen uns denken, dafa die Erde längs eines Meridianes 
von einer Röhre mit Überall gleichem, rechteckigem Querschnitt um- 
zogen ist, in welcher wir Wasser mit gleichförmiger Geschwindigkeit 
zirkulieren lassen, während sich gleichzeitig die Erde mit gleichlormiger 
Geschwindigkeit um ihre Axe dreht. Den Erdmittelpunkt, welchen 
wir im Räume fest denken, bezeichnen wir mit 0. Die Geschwindig- 
keit der Erdrotation sei v; die Winkelgeschwindigkeit, mit welcher das 
Wasser von aus gesehen in unserer Röhre fortströmt, heifse (i. Die 

*) Man vgl. Beine Abhandlung im 24. Hefte dea Journal de l'Ecalc Polj- 
technique vom Jahre I83fi: jStir ks iguatioiu du mouvemmt rßatif det syaümta 
ät eorpt. 
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Erde dreht sich vom Nordpol aus gesehen entgegen dem Sinne des 
Uhrzeigers, wie in der nebenstehenden Figur durch einen Pfeil an- 
gedeutet ist. Das Wasser möge auf der in der Figur vorderen Erd- 
hälfte von Süden nach Norden strömen. Die 
Bezeichnungen „rechtea" und „linkes Ufer" 
sollen bei unserer Röhre, wie es in der 
Oeographie üblich ist, vom Standpunkte eines 
in der Strömungsrichtung blickenden Beobach- 
ters gewählt werden. Die Ebene unseres Me- 
ridianes werde kurz mit E bezeichnet. 

Übrigens wollen wir, um nicht auf 
hydrodynamische Fragen eingehen zu müssen 
und um das Vorangehende direkt yerwenden 
zu können, unsere Röhre unendlich dünn 
voraussetzen und unseren Wasserstrom so 

behandeln, als ob er aus einer Reihe einzelner aufeinander folgender 
diskreter Massenteilchen bestände. 

Da kein Grund vorliegt, weshalb ein Wasserteilchen in unserer 
Röhre das andere überholen sollte, so werden die Abstände der einzelnen 
Teilchen bei der Bewegung dauernd erhalten bleiben. Das Wasser, 
können wir sagen, schiebt sich in seiner Rinne genau so wie ein 
starrer Körper fort. Infolgedessen werden auch die Kriifte, welche auf 
die einzelnen Wasserteilchen wirken, dieselben sein, wie bei einem 
starren Körper von entsprechender Massen Verteilung, welcher sich um 
den festen Punkt dreht, d. h. wie bei einem Kreisel. Und zwar 
würde die Masse unseres Kreisels, welche in diesem Sinne dem Wasser 
unserer Röhre entspricht, auf einem Kreise konzentriert zu denken 
sein, der zum Radius den Erdradiu.i Jt und zum Mittelpunkte den 
Erdmittelpunkt hat. Da wir uns überdies die Masse gleichförmig 
über den genannten Kreis verteilt zu denken haben, so werden wir 
unsem Kreisel speziell als symmetrischen Kreisel bezeichnen müssen; 
seine Figurenaie ist die auf der Meridianebene E senkrechte Gerade. 
Die Kreiselbewegung, welche der aaa der Eigenzirkulation und der 
Erddrehung zusammengesetzten Bewegung des Wassers entspricht, stellt 
dabei einfach eine reguläre Präeesaion vor, bei welcher die Figurenaxe 
in senkrechter Neigung gegen die Erdaxe mit der Winkelgeschwindigkeit 
V um diese umgedreht wird, während gleichzeitig der Kreisel um die 
Figur enaxe mit der Winkelgeschwindigkeit (i rotiert. 

Wir gehen wieder zu dem geographischen Bilde zurück und Iragen 
nach der Kraß, mit uielclier das Wasser auf die aeitlkhen lehren- 
wände drückt. 
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Die gesamte Kraft, welche daß einzeloe WaasertoUchen P der 
hier vorausgesetzten Bewegung entgegensetzt, d. h. der oben berechnete 
Wideretand W, besteht aus drei Teilen. Wir haben erstens eine 
Centrifugalkraft, welche von der Zirkulation des Wassers allein her- 
rührt und in der Richtung OP wirkt, zweitens eine Centrifiigalkraft, 
welche durch die Erddrehiing allein hervorgerufen wird und von der 
Erdaxe senkrecht fortgerichtet ist. Diese Kräfte ergeben offenbar 
keinen Seitendruck auf die Röhrenwände, wenigstens sofern wir uns, wie 
oben verabredet, den Wasserstrom als eine einfache Reibe diskreter 
Massenteilchen vorstellen. Sie äufsern sich lediglich in einer schein- 
baren Gewichtsabnahme des Wassers, oder, was dasselbe bedeutet, in 
einem Druck gegen die obere Wand der Röhre. (Bei der heran- 
gezogenen Kreiselbewegung würden sie direkt durch die Starrheit des 
Materiales aufgehoben werden). 

Äufserdem haben wir aber nocii die Coriolissche Kraft «u be- 
rficksichtigen. Diese beträgt nach (5) 
(ß) —2(ivRa\u<piim, 

wo ip die geographische Breite, dm die Masse von P bedeutet. Sie 
ist nach obigem senkrecht zu der Meridinnebene E, also senkrecht 
gegen die Seiteuwände der Röhre gerichtet und ändert ihren Sinn, 
wenn sin ^ das Vorzeichen ändert. Auf ihr tiordlichen Halbkugel drückt 
sie durchweg gegen das reckte, auf der südlichen gegen das Unke Ufer. 
Gröfse lind Sinn dieser Kraft an den verschiedenen Stellen unserer 
Röhre sind in der vorstehenden Figur durch Pfeile angedeutet. 

Den Ursprung der Kraft (6) können wir uns in unBerem geogra- 
phischen Bilde durch folgende Überlegung noch weiter veranschaulichen, 
welche wir in 2 Schritte gliedern. 

1) Ein Wasserte ilchen, welches längs unseres an der Erdrotation 
partizipierenden Meridianes fortschreitet, besitzt an jeder Stelle eine 
Oeschwindigkeitskotnponente, welche in Rtchtimg des Meridianes, und 
eine zweite, weiche in Richtung des Parallelkreiaes fällt. Diese beiden 
Komponenten sind offenbar bez. gleich dem Produkte aus der Winkel- 
geschwindigkeit n in den Radius des Meridianes und gleich dem 
Produkte aus der Winkelgeschwindigkeit v in den Radius des Parallel- 
kreises. Die entsprechenden Komponenten des Impulses werden daher 
bez. gegeben durch 

Jt(i, dm und Bv cos <p dm. 
Während dos Teilchen, von dem Äquator ausgehend, nach dem Nord- 
pole wandert, wird die in Richtung des Parallelkreises fallende Impuls- 
komponente successive abgeändert, indem der Abstand unseres Teilchens 
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von der Erdaxe auccesaive vermindert vrird. Die Anderuiigsgeechwiii- 
digkeit dieser Impulskomponetite beträgt offenbar: 

-f.Rv cos tp dm ^ ft -j— Jiv coaipdm ^ — ^vR sinq/dm. 

Das Teilchen besitzt, wie wir sagen können, infolge der Erdrotation 
einen tJberschurs an seitlicher Geschwindigkeit, welchen es beim Fort^ 
schreiten längs der Röhre abgeben tnufs. Der zugehörige Überschuts 
des Impulses bedeutet so viel wie einen unendlich kleinen Stols, 
welchen das Teilchen gegen die Böhrenwände ausflbt, die entsprechende 
Anderungsgesch windigkeit des Impulses also eine kontinuierliche, senk- 
recht gegen die Seitenwände wirkende Kraft. 

2) Die so gefundene Kraft stellt, wie wir sehen, nur erat die Hälfte 
der oben angegebenen Coriolisschen Kraft dar. Es ist in der That 
noch ein anderer Umstand zu berücksichtigen, welcher eine gleich 
grofse Änderung des Impulses zur Folge hat. Es wird nämlich in 
jedem Momente (auiäer in den Punkten des Äquators) die Richtung 
unserer meridionalen Rohre infolge der Erdrotation abgeändert. Be- 
zeichnen wir die in der Zeit dt statthabende Richtungsänderung mit 
dx, so ergiebt sich während dieser Zeit eine wiederum in Richtung 
des ParaUelkreises fallende Geschwindigkeitsanderung, welche der Gröfse 
nach gleich ist dem Produkte aus dx in die meridionale Qeachwindigkeita- 
komponente Rfi. Dabei findet man durch eine elementargeometriache 
Betrachtung für dx leicht den folgenden Wert 

dx^ — V sin 9 dl. 
Die zugehörige A nderungsgesch windigkeit des Impulses, welche sich 
als Seitendruck äufsert, wird dementsprechend 

Rfi -j*- dm ^ — (tvR sin ip dm. 

Die unter 1) und 2) genannten Umstände liefern in der That zu- 
sammen die in (6) angegebene Kraft. Die vorstehende Betrachtung 
können wir geradezu als die oben in Aussicht gestellte geometrische 
Neuableitung der Coriolisschen Kraft ansehen. 

Wir setzen nun die so gefimdenen auf die eiozelnen Wasser^ 
teilchen bezüglichen Kräfte zu einer resultierenden Drehkraft zusammen, 
welche die Erde als Ganzes angreift. Von den gewöhnlichen Centriftigal- 
kräften können wir dabei hinsichtlich des Gesamteffektes absehen, weil 
zu jeder von ihnen eine entgegengesetzt gleiche Centrifugalkraft ge- 
funden werden kann, welche jene bezüglich der Gesamtwirkung auf 
die Erde gerade kompensiert. Es kommt also nur auf die in (6) 
angegebenen „zusammengesetzten Centrifugalkräfte" an. 
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Zunächst entspricht der Einzelkraft (6) hinsichtlich des fest ge- 
dachten Erdmittelpunktes eine Drehkraft von der Grö&e 

— 2fivB^ sin 9 rfm, 

welche, wie man aus der Figur leicht abliest, um den Halbstrahl 

9 — "5" ™ positiven Sinne wirkt. Wir werden diese Drehkraft in 

zwei Komponenten zerlegen, indem wir sie einerseits auf die Erdaxe 
und andrerseits auf die „Knotenlinie^^, d. h. auf die zur Erdaxe senk- 
rechte äquatoriale Gerade tp = projizieren. Diese beiden Kompo- 
nenten werden dann bez. 

2fivli^ sin (p cos (p dm 
und 

— 2fivR^ sin* (p dm. 

Machen wir dieselbe Zerlegung für jedes Wasserteilchen dm und 
setzen wir die so entstehenden Drehkräfte zusammen, so erhalten wir die 
gesuchte resultierende Drehkraft. Dieselbe hat, unter 2ycm die Gesamt- 
masse des strömenden Wassers verstanden, in Richtung der Erdaxe 
die Komponente 

+ 2fivR^ I sing) co8(pdm = + 2fivmE^ 1 sin 9 cos g)d(p = 0, 

— n —n 

ihre zweite Komponente in Richtung der Knotenlinie dagegen wird 
— 2(ivR^ f 8m^g>dm = — 2fii/wB* / &m^g>dip = — 2xmIPiiv, 

— n —n 

Berücksichtigen wir noch, dafs 

2%mR? = C 

das Trägheitsmoment unseres Wasserstromes bezüglich des auf der 
Meridianebene senkrechten Erddurchmessers bedeutet, so können wir 
sagen: 

Die resultierende Drehkraft, wdcJie infolge der vorausgesetzten Wasser- 
bewegung die Erde als Ganzes angreift, ist 

K = — Cfiv 

und hat die soeben genannte Knotenlinie zur Axe. 

Denken wir an die mit unserer Wasserbewegung parallelisierte 
reguläre Kreiselpräcession, so können wir diese Drehkraft K direkt 
als den Deviationsunderstand unserer Wassermasse bezeichnen. Die vor- 
stehende Formel befindet sich offenbar in voller Übereinstimmung mit 
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der (Jleichung (1) des vorigen Paragraphen, falls wir uiir in letcterer 
den hier vorausgeae taten Verhältnissen entsprechend * ^ "ö" nehmen. 

Vergleichen wir noch die vorstehende Ableitung des Deviation»- 
Widerstandes mit der früheren, ao werden wir finden, daTs beide nicht 
so verschieden sind, wie es zunächst acheinen möchte. Soeben gingen 
wir von dem Impuls des einzelnen Massenteilchens aus, von dem aus 
sich die Coriolissche Kraft dnrch Differentiation nach der Zeit ergab. 
Es war dann noch eine Integration über die Gesamtmasse des Kreisels 
nötig, um den Gesamt widerstand des Kreisels zu linden. Früher 
operierten wir mit dem Gesamtim pulse des Kreisels, aus welchem 
durch Differentiation nach der Zeit der Widerstand direkt folgte. Der 
Gesamtimpuls wurde aber seinerseits (im vorangehenden Kapitel) aus 
den Impulsen der einzelnen Massenteilchen durch eine Integration über 
die Masse des Kreisels abgeleitet. Der Unterschied zwischen unserer 
jetzigen und unserer früheren Ableitung besteht also, abgesehen von der 
gröfseren Allgemeinheit der letzteren, im Grunde in eimr blofsen Ver- 
tattschang der Reihenfolge von Differentiation und IniegraM^i. 

Wir müssen betonen, dals die hier betrachtete Wasseratrömung 
auf der gleichförmig rotierenden Erdoberfläche durchaus in die Kategorie 
der erzwungenen Bewegungen gehört, dafs sie strenge genommen nur 
durch einen äulseren Zwang ermöglicht wird. Wenn nämlich die 
Drehungsase der Erde dauernd die feste Nord- Südrichtung behalten 
soll, so muTs in jedem Momente von auisen her der Deviationswider- 
atand der Waaaerströmung überwunden werden. Da ein solcher Zwang 
in Wirklichkeit nicht vorhanden ist, würde sich aus der Zirkulation 
des Wassers sofort eine Ablenkung der Nord- Südrichtung und eine 
Änderwng in der geographisclien Breite der Orter ergeben. Wir kommen 
auf die hier eich anschliefsenden Fragen später bei den astronomischen 
Anwendungen der Kreiseltheorie zuröck. 

Der Druck, weichen nach obigem meridional strömendes Waaaer 
gegen die seitlichen Röhrenwände ausüben muls, ist in der Geographie 
wohlbekannt und hat zur Aufstellung des sog. Beer'schen Gesetees Anlafe 
gegeben. Man hat aus diesem — ob mit Recht oder Unrecht, brauchen 
wir hier nicht zu entscheiden — Änderungen im Laufe der Flüsse ab- 
leiten wollen. Entsprechendes würde für einen Eisenbahnziig*) gelten, 
welcher mit konstanter Geschwindigkeit vom Äquator nach einem der 
beiden Pole iahrt. Dieser rattfste, wenn seine Geschwindigkeit nur 
grofa genug ist, auf der tukdlichen Halbkugel von der Fahrrichtung 



*) Nnmerische Angaben hierüber findet man bei A, Ritter, Habere Mechanik, 
. Teil, pag. 163 n ff. 
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BUS gerechnet nach rechts, auf der südlichen nach links je an einem 
bestimmteu Punkte der ErdobeHlüche umwerfen. Denken wir statt &n 
strömendes Wasser an einen meridioual zirkulierenden Luftstrom, so 
gelten auch für diesen ähnliche Betrachtungen. Der Druck, den die 
Röhreuwände auazubalten hatten, würde sich jetzt in einer Ablenkung 
des Luftstromes aus seiner ursprünglichen Richtung Üufsern, welcher 
durch das bekannte liays- Balhisrhe Gesetz näher bestimmt wird. 

Diese und ähnliche Dinge werden ausführlich in einer interessanten, 
populär gehaltenen Schrift*) von. Jouffret besprochen. 



Experimenteller Nachweis des Deviationswiderstandea. 
Kreisel von ein und awei Freibeitagraden. 



Der 



Wir werden das Auftreten des Deviationswiderstandes nicht nur 

theoretisch zu verstehen, sondern auch praktisch zu prüfen wünschen. 

Zu diesem Zwecke kann ein einfacher Handkreisel dienen, wie er 

durch die nebenstehende Figur veranschaulicht wird. Er besteht aus 

einem (in der Figur im Querschnitte sichtbaren) 

SchwTingrade, welches in einem äufseren Ringe, wie 

wir annehmen wollen, reibungslos gelagert ist. An 

dem Ringe befindet sich eine Handhabe. 

Denken wir uns dio Handhabe festgehalten, so 
haben wir einen Kreisel von nur einem Freiheils- 
ffrade vor uns. Bewegen wir aber, wie ea im 
folgenden geschehen soll, die Handhabe in beliebiger 
Weise um einen Punkt ihrer Axe, so realisieren 
wir dadurch den schon im vierten Paragraphen be- 
sprocheneu Fall eines Kreisels von nur miem Grade 
"'* "'' natürlicher nnd mvei Graden trewungener Betcegungs- 

freiheit. In der That sind wir, nachdem wir das Schwungrad in 
Rotation versetzt haben, nachträglich (wegen der vorausgesetzten 




•) Theorie elimentaire du mouvetiient du gyroneopc etc. B«vue d'Attillerie. 
Bd. 4, 1874, Wir bemerken jedoch, dafs die .louffrettchen Formeln nicht (Lberall 
znveTUUsig sind. Bei der BerecbnUDg dea iieitlicheD Dniukea wird nur der erste der 
pag. IHG, 1S7 erwähnten ümatQjido berSckgichti^^t und daher die GrCfae des Wider- 
etoDde» um den Faktor - lu klein gefunden. 

Man vgl. auch H. Scheffler; Imaginäre Arbeit, eine WirktMg der CeiUri- 
fügal- und Oyralkraft. Leipzig IBGO. Die „tiyralkraft" von Herrn SobefDer 
■timmt im weHentlicben mit unxerem „Deviationawid erstände" überein. Die 
Anstrengung, welche zur Überwindung des Deviution »widerstand es erforderlich iat, 
bezeichnet Harr Scheffler. weil sie keine Arbeit im gewöhnlichen Sinne des Worte« 
bedeutet, ei gen tum iichei weise als „imaglDüre Arbeit", 
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ReibuBgalosigkeit der Lager) nicht mehr imstande , die Winkelge- 
schwindigkeit um die Figur enaxe durch Bewegungen der Handhabe 
zu beeinfluisen. 

Wir wollen annehmen, da(a der dem Kreisel ursprünglich erteilte 
Impüla um die Figurenaxe recht erheblich und jedenfalls sehr viel 
grSEser ist, als die Impulsänderungen, welche wir durch die folgenden 
erzwungenen Bewegungen hervorrufen. Schwenken wir nun den Apparat 
mit der Hand schnell hin und her, so fühlen wir einen kräftigen 
Zug auf unsere Hand, aus welchem wir erkennen, dafs der Kreisel 
bei der ihm aufgezwungenen Bewegung einen Widerstand leistet. 
Dieser Widerstand gehört offenbar in die Kategorie der in den voran- 
gehenden Paragraphen betrachteten Kräfte und hat seinen Grund in 
den durch die äufsere Bewegung erzwungenen Abänderungen des Rota- 
tionsimpulses. Er darf nicht etwa auf Rechnung des gewöhnlichen 
Tiügheitawi der Standes nicht rotierender Körper gesetzt werden, mit dem 
er schon der Richtung nach nicht übereinstimmt und den er der Gröfee 
nach ganz bedeutend Übertrifft. 

Im besonderen können wir die reguläre Präcession in der Weise nach- 
ahmen, dals wir den Kreisel mit ausgestrecktem Arm um unsem 
Körper herumführen. Auch hierbei fühlen wir einen Zug, den wir 
nach § 6 speziell als Deviations widerstand ansprechen können. Der 
Arm wird ein wenig nach oben oder unten gezogen, wenn wir den 
Kreisel im einen oder anderen Sinne um die Vertikale herumführen. 
Allerdings wird dieser Zug bei normalen Dimensionen des Apparates 
nur im Falle einer sehr schnellen Drehung deutlich fiihlbar. 

Auffällig ist dabei namentlich der Sinn des Zuges. Wenn wir die 
Handhabe in horizontaler Richtung ftlliren, wirkt der Zug in vertikaler 
Richtung. Der Geisel sciieint immer senkrecht get/en die augenblickliche 
Bewegiingsrichtwng ausweichen xu wollen. Dieses scheinbar paradoxe 
Verhalten, welches uns in ähnlicher Weise noch des öfteren begegnen 
wird, erklärt sieb aus dem Begriff des Deviationswiderstandes von 
selbst. In der That: Die Impulaänderung bei unserer regulären 
Precession findet in horizontaler Richtung statt; die Drehfcraft des 
Deviationswiderstandes wirkt, daher lun eine horizontale Axe und sucht 
die Handhabe des Kreisels, je nachdem die Präces.sion eine progressive 
oder eine retrograde ist, zu heben oder zu senken. 

Viel empfindlicher ist folgende Versuchsauordnung, Wir legen 
den Kreisel mit seiner Handhabe einerseits, mit dem festen Hinge 
andrerseits auf zwei Fingerspitzen der rechten und linken Hand. 
Drehen wir nun die Axe des Instruments, indem wir die Fingerspitzen 
in der horizontalen Ebene etwas gegen einander verschieben, so ver- 
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sparen wir einen deutUchen Druck auf die eine oder andere Hand. 
Die seitliche Bewegung der FiDgerspit'^n können wir dabei als den 
Beginn einer regulären Präcession auffassen, bei welcher die Figuren- 
axe senkrecht zur Axe der Präcessiou gelegen ist. Der Druck zeigt 
uns die Eiisten/ des Deviationswiderstandea an. 

Au Stelle der Fingerspitzen können auch die beiden Schalen einer 
Wage treten. Wir legen den Handkreiset, nachdem wir ihn in starke 
Rotation versetzt haben, mit seiner Handhabe auf die eine, mit seinem 
Ringe auf die andere Wagachale. Jetzt drehen wir den Tisch, auf 
welchem die Wage steht. Sofort wird die eine Wagschale ein wenig 
au sinken beginnen. — 

Sodann behandeln wir einen Kreisel, wie er etwa durch die neben- 
stehende Figur dargestellt wird. Die Lagenmg des (im Querschnitte 
sichtbaren) Schwungrades, sowie die Lagerung des inneren Ringe« 
werden wir als reibungslos, äufsere Kräfte als 
nicht vorhanden ansehen. Über die Massenver- 
teilung machen wir, um unsem Apparat als einen 
einheitlichen starren Körper behandeln zu können, 
die schon in der Einleitung (vgl. pag. 3) erwähnte 
Annahme, dai's die Masse des Schwungrades die 
Masse des inneren Ringes erheblich überwiegt. 

Denken wir uns den Stab, au welchem unser 
Kreisel befestigt ist, im Räume festgestellt, so 
haben wir einen Kreisel von ewei FreHunisgraden. 
Verdrehen wir aber, wie es später geschehen soll, 
den Stab selbst in der Ebene des äufseren Ringes, 
so kommt zu den hfiden Oradett natürlicher Be- 
wegungsfreiheii noch ein Grcut erzwungener Se- 
;ü. Das lnter«sse, welches der Apparat beanspruchen 
darf, und welches sein genaueres Studium an dieser Stelle rechtfertigt, 
besteht namentlich darin, dafs Lord Kelvin aeine geistreiche „kine- 
tische Theorie der Materie", auf welche wir im letzten Kapitel ein- 
gehen werden, durch das soeben beschriebene einfache Modell zu stützen 
und plausibel zu macheu sucht. 

Wir bezeichnen die Figurenaxe des Schwungrades mit PQ, die 
Drebungsuse des inneren Ringes mit ST. Beide Geraden schneiden 
sich in dem Mittelpunkte dea Kreisels. Bezüglich der ise PQ sei 
das Trägheitsmoment des Schwungrades gleich C, bezUglich der Axe 
ST gleich A. Der innere und der äuisere Bing mögen ursprünglich, 
wie in der Figur, in eine Ebene fallen. 

Zunächst wollen wir uns klar macheu, dafs die natürliche Be- 
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w^tutg unseres Kreisds v&n eteei Freiheitsgraden (bei fesigesteUier Hand- 
habe) eine reguläre Präcession ist. bei welcher sich das Schwungrad mit 
gleid^örmiger Geschwindigkeit um die Axe JpQ und der innere Bitig 
mit davon unahhängiger gleichßrmiger Gesdiivindigkeit um die Äxe ST 
dreht. Das Kriterium für die natürliche Bewegung unseres Kreisels ent- 
nehmen wir dem § 4. Während bei der natürlichen Bewegung des 
kräftefreien Kreisels von drei Freiheitsgraden die Änderung des Im- 
pulses schlechtweg gleich Null sein muls, brauchen bei der natQrlichen 
Bewegung unseres kräftefreien Kreisels von zuei Freiheitsgraden nur 
diejenigen Komponenten der Impulsänderung zu verschwinden, welche 
£u einer möglichen Bewegung deBBelben gehören, wäJirend eine Inpuls- 
änderung, welche einer Drehung des festgestellten Stabe» entsprechen 
würde, sich lediglich als Druck auf letzteren bemerkbar macht. Dasselbe 
Kriteriimi können wir auch, wenn wir uns der Ausdrucksweise des 
lyAlembertsehen Fritmpes bedienen wollen (vgl. pag. 167), folgender- 
malsen formulieren: Es mufs sich das System der Trägheitswiderstüide 
aller Maaaenpunkte mit dem System der äuTseren Kräfte, d. h. in onaerem 
Falle mit dem die Festhaltung des Stabea bewirkenden Mechanismus, 
das Gleichgewicht h&lt«n. 

Bei unserer regulären Präcession wird nun der Lmpola auf einem 
Kreiskegel um die Aie ST herumgefülirt und liegt beständig in einer 
Ebene mit den Azen ST und FQ. Folglich steht die ImpuUänderung 
auf diesen beiden Axen beständig senkrecht. Die Ase der Drehung, 
welche dieser Impulsanderung entspricht, f^lt mit der Axe der Impuls- 
änderung selbst zusammen; sie steht also ebenfalls senkrecht auf den 
beiden möglichen Drehungsaxen PQ und ST. Unser obiges Kriterium 
i.st folglich erfüllt und unsere Behauptung erwiesen. 

Wir können daraufhin sagen: Haben wir dem Schwuugrsde be 
liebige Winkelgeschwindigkeiten fi und v um die Axen FQ und 8T 
erteilt, so behalten diese Winkelgeschwindigkeiten dauernd ihre ursprüng- 
lichen Werte bei. Die negativ genommene Anderungegescb windigkeit 
des Impolaes, d. h. der Deviattonswiderstand der regulären Präcession. 
mufs dabei durch den die Feststellung des Stabes bewirkenden Mecha- 
nismus dauernd überwunden werden. Der Orölse nach ist dieser Wider- 
stand in dem vorliegenden Falle * = y (vgl. pag. 175): 
(1) |Z|-|C^v|. 

Der Richtung nach steht er, da zu Beginn der Bewegung die Ebenen 
des änfseren und des inneren Ringes zusammenfallen sollten, anfangs 
auf der Ebene des änlseren Ringes senkrecht. Dogmen wird er seine 
Neigung gegen diese Ebene ändern, sobald im Verlaufe der PtScession 
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die Figurenaxe aus der Ebene dm äuXstiren Ringes heraasgetreten ist. 
Um auch den Sinn des Widerslaudes anzugeben, nehmen wir an, dals 
die Wiültelgeach windigkeiten n und v von P und S aus gesehen im 
8inne des Ulirzeigera erfolgen. Alsdann ist die Impulsänderung zu 
Beginn der Bewegung senkrecht aus der Ebene der Zeichnung heraus 
auf den Beschauer hin gerichtet. Der Deviationswiderstand, welcher 
der Impulsänderung entgegengesetzt ist, wirkt daher um die vordere 
Normale der Zeichenebene entgegen dem Sinne des Uhrzeigers und 
sucht den Stab anfangs so zu bewegen, wie durch die horizontalen 
Pfeile der Figur angedeutet ist. 

Um die Ausdrucksweise zu vereinfachen, wollen wir festsetzen, 
dafs wir überhaupt nur den Beginn der Bewegung in Betracht ziehen, 
d. h. nur diejenige Zeit, währenil deren die Figurenase nahezu in der 
Ebene des äuTseren Ringes enthalten ist. Unter dieser Annahme können 
wir jetzt kurzweg sagen, dafs unser Widerstand auf der Ebene des 
äuiseren Ringes senkrecht steht und den Stab in dieser Ebene von 
Tome gesehen entgegen dem Sinue des Uhrzeiger» zu verdrehen strebt. 

Wir können hier abermals an die vermeintliche Unveränderlichkeit 
der Rotationsaxe erinnern. Bei der regulären Präcession unseres Kreisels 
von zwei Freiheitsgraden wird die instantane Drehungaaxe (wenigstens 
bei kleinen Werten von v : (i) anf einem sehr flachen Kreiskegel um 
die horizontale Axe ST herumgeführt. Die äufsere Einwirkung, welche 
hierzu erforderlich ist, besteht in der kontinuierlichen Überwindung 
des Deviationswideratandes. Wir können also lediglich durch Festitaiten 
der £[andhid>e d h. ohne die geringste Arbeitsteislung bewirken , dafs die 
Sotationsaxe aus einer ursprünglichen in eine naheeu enigegengeaetzte 
Lage übergeführt wird. 

Wir werden jetzt umgekehrt annehmen, dala zu Beginn der Be- 
wegung keine Rotation um die Axe 8T vorhanden ist, wohl aber, 
dals dem Kreisel eine starke Eotation fi um die Axe PQ erteilt 
wurde, welche von P aus gesehen im Sinne des Uhrzeigers erfolgt. 
Wir denken uns für einen Augenblick die Arretierung des Stabes gelöst 
und erteilen diesem eine erzwungene Bewegung einfachster Art. Wir 
drehen nämlich den Stab in der Ebene des äuiseren Ringes um einen 
kleinen Winkel v von vorn gesehen im Sinne des Uhrzeigers plötzlich 
herum, um ihn sogleich wieder festzuhalten. 

Der Impuls des Kreisels setzt sich natürlich mit den Drehstöfsen, 
welche zu unserer Bewegung v gehören, nach dem Parallel ogranimsatze 
zusammen. Nun gehört zur Erzeugung der Bewegung v ein gewisser 
und zu der unmittelbar darauf folgenden Hemmung dieser Bewegung 
der entgegengesetzt gleiche Drebstols. Im ganzen behält also der 
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Im puls Vektor seiue ursprüngliche Lage im Räume bei. Gleichzeitig ist 
aber seine Lage im Ki-eisel geändert worden: während er der Annahme 
nach ursprünglich in Richtung der Figurenase fiel, bildet er jetzt mit 
dieaer Äxe den Winkel v. Dabei besitzt die Projektion des Impuls- 
vektora auf die gedrehte Richtung der Figurenaie bei genügend kleinem 
V annähernd die Grölse des ursprünglichen Impulses C(t,. Die zur 
Figurenase senkrechte, in die Richtung von ST fallende Komponente 
des Impulses dagegen hat die GroJse Cfiv. 

Der letzteren Impulskomponente entspricht eine Drehgeschwindig- 
keit V, welche um die Axe ST von S aus gesehen im Sinne des Uhr- 
zeigers stattfindet und welche durch die Gleichung bestimmt ist 

(2) Av - Cm». 

Mit dieser Geschwindigkeit v beginnt sich der innere Ring, nachdem 
wir den äulseren Ring um v verdreht haben, in Bewegung zu setzen. 
Das Schwungrad fährt dagegen fort, mit der Winkelgeschwindigkeit fi 
um seine Figurenase zu rotieren, weil die Impulskomponente in Richtung 
der gedrehten Figurenase nach wie vor Cfi beträgt. Wenn wir weiterhin 
die Stellung des Stabes im Räume nicht mehr ändern, so behalten (t 
und V die angegebenen Werte bei. Es hat sich also eine reguläre 
Präcession genau von der oben betrachteten Beschaffenheit eingestellt. 

Bemerken wir noch, daTs die Geschwindigkeit v sehr klein ans- 
fällt, da wir v ab einen sehr kleinen Winkel voraussetzten. Unsere 
obige Verabredung, dals wir nur denjenigen Teil der regulären Prä- 
cessioo betrachten wollten, während dessen die Figurenase nahezu in 
der Ebene des äuTseren Ringes enthalten ist, bedeutet daher jetzt keine 
wesentliche Beschränkung. 

Nun sahen wir oben, dafs jede reguläre Präceasion (ft, *) unseres 
Kreisels bei festgestellter Randh&be einen De vi ations widerstand er- 
zeugt, welcher unter den vorliegenden Umständen den Apparat anfangs 
in der Ebene des äulseren Ringes entgegen dem Sinne des Uhrzeigers 
zu verdrehen strebt. Die Grölse dieses Widerstandes ist den Gleichungen 
(1) und (2) zufolge 



(3) 



1^1 = ^«. 



sie ist also dem Drehwinkel v proportional; dem Sinne nach ist unser 
Widerstand, wie wir soeben sahen, der ursprünglichen Drehung v ent- 
gegengesetzt und strebt die letztere rück^ngig zu macheu. 

Diese merkwürdigen Eigenschaften des Kreisels von zwei Freiheits- 
graden weiden wir später bei der Darstellung des Kelvinscheu Elaati- 
citätamodelles zu benutzen haben. Wir fassen dieselben hier noch 
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ciumtily wie folgt, zusammen, wobei wir uns diejenigen Vereinfachungen 
der Ausdruckswci.se gestatten, welche durch unsere Verabredung einer 
nicht zu laugen Ausdehnung der Beobachtungszeit gegeben sind: 

Wnin wir unsvrmi uiif einem rotiervnäen Schivunfpradr ra'sdicncn 
Stah in der J'Jtene des äufsrmi liinyes um cifien kleinen WinJcel ver- 
drdicn, so icidersetzt er sieh mit einer dem DreJiumjHivinkd proportionalen 
Kraft. Wir müssen , um den Stah in seiner neuen Stellum^ zu erhaWm, 
damrnd eine Kraft ausiihen. Lassen wir mit dieser Kraft nachj so 
strebt unser Statf wiederum seiner Anfanyslagc zu, 

Un^ner Stab besitzt also eine ijewisse spezifische Widerstands- 
fähigkeit gegen liivhtimgsünderungen, eiiw Art absoluter Orien- 
tierung im Räume. 
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